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FRANCHINI, L.J. Resposta Temporal de Vigas com Vibro-Impacto Utilizando Modelos de Força
de Contato. 2013. 113p. Dissertação (Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecânica, Universi-
dade Estadual de Campinas, Campinas.
O vibro-impacto de vigas ocorre devido ao contato intermitente das estruturas na presença de
folgas, gerando degaste excessivo, vibração com grandes amplitudes, falhas prematuras de com-
ponentes e alto nível de ruído. A determinação da resposta no domínio do tempo do sistema,
ou seja, deslocamentos, velocidades e acelerações, juntamente com os esforços de contato são de
fundamental importância para o projeto desses sistemas, na prevenção de falhas e no controle de
vibrações e ruído. Foi desenvolvido um código utilizando a linguagem MATLAB que a partir dos
dados de uma malha de elementos finitos de viga, determina a resposta dinâmica da viga sobre a
condição de vibro-impacto. A resposta dinâmica foi obtida utilizando a integração numérica da
equação do movimento discretizada. Os métodos de integração numérica da diferença centrada,
Newmark e alpha-HHT foram implementados para o caso de contato intermitente e utilizados na
determinação da resposta dinâmica da estrutura. A condição de contato intermitente originada pelo
processo de vibro-impacto foi tratada avaliando a condição de não penetração dos corpos nos ins-
tantes de tempo específicos definidos pelo intervalo de tempo utilizado na integração numérica. Os
modelos de contato mecânico utilizados foram os modelos de força de contato proporcional e o
cúbico.
Palavras-chave: Método dos elementos finitos, Dinâmica estrutural, Análise no domínio do tempo,
Mecânica do contato, Vibração.
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Abstract
FRANCHINI, L.J. Time Response of Beams with Vibro-Impact Using Contact Force Models.
2013. 113p. Thesis (Master). Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas, Cam-
pinas.
The vibro-impact of beams occurs due to intermittent contact of the structures in the pre-
sence of clearances, generating excessive wear, vibration with large amplitudes, premature failure
of components and high noise level. A MATLAB code was developed using the finite element
model of the beam, obtaining the dynamic response of the beam with the vibro-impact condition.
The dynamic response was obtained using numerical integration of the discretized equation of mo-
tion. The numerical integration method of the central difference, Newmark and alpha-HHT were
implemented for the case of contact and used for the determination of the structure time response.
The contact condition caused by vibro-impact process was treated evaluating the condition of non-
penetration bodies in specific instants of time defined by the numerical integration method. The
mechanical contact models proportional force and cubic force were used.
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1 INTRODUÇÃO
Sistemas com vibro-impacto envolvem múltiplas interações de impacto, ou seja, o sistema é
submetido a impactos repetitivos. Na maioria dos casos há uma perda de energia e o coeficiente de
restituição associado mede o grau de dissipação da energia durante o evento. A escala de tempo
envolvida durante o impacto é muito menor do que a escala de tempo da frequência natural do
sistema (Ibrahim, 2009).
A solução de problema de vibro-impacto envolve um esforço computacional elevado, em vir-
tude da não linearidade provocada pelo contato intermitente de componentes do sistema. Muitos
trabalhos foram realizados considerando sistemas de corpos rígidos com parâmetros concentrados.
Recentemente, modelos mais realísticos nos quais os corpos são considerados elásticos estão sendo
utilizados na busca de melhor representação dos fenômenos envolvidos. A grande dificuldade se
encontra na abordagem da interação de contato entre os corpos, onde dependendo do tratamento
das forças de contato envolvidas a conservação da energia é violada, o que leva a instabilidades
numéricas, provocando oscilações no campo de deslocamentos e de tensões da região de contato,
dificultando a convergência do problema e provocando perda da acurácia da solução obtida, (Laur-
sen, 2003) e (Pozzolini et al., 2011).
Recentemente a indústria tem demostrado grande interesse no problema de vibro-impacto
devido degaste excessivo, vibração com grandes amplitudes, falhas prematuras de componentes e
ao alto nível de ruído provocado por este fenômeno, (Yin et al., 2007). Por exemplo, na indústria
automotiva onde o nível de ruído e vibração dos componentes dos automóveis é considerado um
fator importante, desenvolvimentos continuam sendo feitos nos projetos para reduzir o ruído inde-
sejado. Outro exemplo é a falha das válvulas de compressores por fadiga, ocasionada pelo impacto
repetitivo das válvulas com o assento, que responde por grande parte das falhas desses equipamen-
tos sendo de grande interesse dos fabricantes a prevenção desta falha, (Lajus, 2012). A perfuração
de poços em rochas duras ainda é um grande desafio para as companhias petrolíferas e pesqui-
sas que utilizam a energia de vibração axial para gerar vibro-impacto visando aumentar a taxa de
perfuração estão sendo realizadas, (Aguiar e Weber, 2006).
Em muitas outras situações corriqueiras da indústria pode-se encontrar a condição de vibro-
impacto, como o impacto de gelo flutuante com navios, as ondas do mar batendo em estruturas
off − shore, navios colidindo contra o cais, par de engrenagens com folga, colisão das cordas
vocais humanas, presença de folga entre rotor e estator, folgas desenvolvidas no suporte das bar-
ras de combustível nuclear, corpos elásticos ligados imperfeitamente, usinagem ultrassônica, etc.,
(Ibrahim et al., 2009).
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O conhecimento da reposta temporal da estrutura e da magnitude e forma de variação ao
longo do tempo dos esforços de contato, originados pela condição de vibro-impacto são fundamen-
tais para o prevenção da falha desses sistemas e para desenvolvimentos de melhorias na operação
dos mesmos.
A análise em frequência do fenômeno de vibro-impacto tem sido amplamente utilizada, espe-
cialmente nas situações onde a redução do ruído e o controle de vibração é o interesse. No entanto
em situações onde as forças desenvolvidas durante o impacto são cruciais, como no caso de falha
por fadiga e desgaste dos sistemas, onde a história temporal das forças desenvolvidas são necessá-
ria para o dimensionamento dos sistema, a análise temporal tem sido empregada. Desta forma, de
acordo com as características do sistema em análise a abordagem temporal é mais adequada que a
análise em frequência e vice-versa.
Em grande parte dos sistemas mencionados anteriormente, a estrutura é modelada como uma
viga engastada livre, especialmente a válvula de palheta do compressor e barras reguladoras do
reator nuclear.
Este trabalho apresenta interesse em estruturas mecânicas que podem ser modeladas como
vigas, onde estas estão sujeitas à condição de vibro-impacto.
1.1 Objetivo
O objetivo principal deste trabalho é implementar uma código computacional utilizando a
linguagemMATLAB que seja capaz obter a reposta dinâmica de vigas em situações onde fenômeno
de vibro-impacto está presente.
Utilizando para representação da interação de contato entre as viga - viga ou viga - obstáculo
o modelo de força de contato linearmente proporcional e o modelo cúbico.
Na determinação da resposta dinâmica via integração numérica da equação do movimento da
estrutura será feita utilizando os seguintes algoritmos de integração temporal: o método diferença
finita centrada (DFC), o método deNewmark e o método α−HHT (Hilber−Hughes−Taylor).
Desta forma deseja-se obter a variação temporal do deslocamento, velocidade, aceleração e
força de contato de estruturas formadas por vigas sob à condição de vibro-impacto.
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1.2 Divisão do trabalho
O presente trabalho é divido em sete capítulos, no qual no capítulo dois é realizada uma breve
revisão bibliográfica sobre o fenômeno de vibro-impacto. Onde aspectos básicos do fenômeno são
apresentados e alguns trabalhos relacionadas são discutidos.
No capítulo três, o modelo matemático do contínuo é apresentado e particularizado para viga
de Euler − Bernoulli, e em seguida as equações obtidas são discretizadas utilizando o método
dos elementos finitos.
No capítulo quatro aspectos relacionados a mecânica do contato são apresentados. Em se-
guida os modelos de força de contato são introduzidos e o equacionamento do modelo de contato
proporcional e cúbico são desenvolvidos. E por fim as equações de contato são discretizadas.
No capítulo cinco os métodos de integração temporal são apresentados e a discretização tem-
poral da equação do movimento com os modelos de contato inseridos é realizada para os esquemas
de integração numérica da diferença finita centrada, Newmark e α−HHT .
No capítulo seis os resultados são apresentados. Uma verificação dos métodos de integração
é realizada. Em seguida, os resultados para o problema de vibro-impacto de uma viga que impacta
contra dois obstáculos rígidos são apresentados e discutidos. Para concluir, o problema de vibro-
impacto entre vigas é discutido e os resultados obtidos são apresentados.
No capítulo sete são apresentadas as conclusões dos estudos realizados e juntamente com as
propostas de trabalhos futuros.
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2 VIBRO - IMPACTO
2.1 Revisão bibliográfica
O fenômeno de vibro impacto é caracterizado pela ocorrência de impactos repetitivos, de-
vido à vibração do sistema na presença de folga entre os corpos. A existência de impactos faz com
que o sistema seja descontínuo e fortemente não linear, (Yuan e Jianhua, 2011). O impacto ocorre
quando corpos com diferentes velocidades entram em contato (Wriggers, 2002). Algumas das ca-
racterísticas do fenômeno de impacto são: a curta duração do evento, alta magnitude das forças de
impacto, rápida dissipação de energia e altas acelerações, estas provocadas pelas mudanças bruscas
na amplitude e sentido da velocidade dos corpos, Aguiar (2006).
Segundo Stronge (2000), a cada instante durante o impacto a pressão nas superfícies que
estão em contato criam forças de ação ou reação que atuam em direção opostas, resistindo à in-
terpenetração dos corpos. Inicialmente a força de contato aumenta com a deformação dos corpos,
reduzindo a velocidade em que os corpos se aproximam. Em algum instante durante o impacto, o
trabalho realizado pela força de contato é suficiente para que a velocidade de aproximação dos dois
corpos seja zero. Assim, a energia armazenada durante a compressão, impulsiona os corpos, até
que, finalmente eles se separam com alguma velocidade relativa.
O fenômeno de impacto é de modelagem complexa por envolver diversos fenômenos não
lineares. Uma das hipóteses mais utilizadas no estudo de sistemas com impacto é de que os corpos
são rígidos e desta forma considera-se que não há deformação durante a colisão ou que essas podem
ser desprezadas. No entanto, sabe-se que esta hipótese não é verdadeira para diversas situações
reais, (Mattos, 1998). Se as deformações são consideradas para o efeito da modelagem do sistema,
estas podem possuir uma relação linear ou não linear com a força atuante na região de contato.
De uma forma bastante abrangente, dois métodos diferentes são utilizadas para a modelagem
do impacto. O primeiro método assume que a interação entre os corpos impactantes ocorre em
um espaço de tempo curto de forma que a configuração dos corpos antes e depois do impacto não
apresentem mudanças significativas. Esta abordagem é denominada de método discreto, e constan-
temente é aplicada para descrever o impacto de corpos rígidos, onde a duração do impacto tende
para zero e a força de impacto tende para o infinito, (Aguiar, 2006; Brach, 1991). A análise dinâ-
mica nesta abordagem restringe-se a análise antes do impacto e depois do impacto. Desta forma,
as velocidades após o impacto são obtidas resolvendo as equações da quantidade de movimento
linear e angular, juntamente com um coeficiente de restituição, onde este coeficiente de restituição
não depende somente das propriedades materiais dos corpos, mas também de sua geometria e da
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velocidade inicial de impacto, (Aguiar, 2006).
Esta abordagem foi extensivamente estuda na literatura, sendo que diversos trabalhos podem
ser encontrados. Por exemplo, o trabalho de Yuan e Jianhua (2011), que estudaram a perda e a cri-
ação da simetria de bifurcação, em sistemas de vibro-impacto com restrição bilateral. Já Luo et al.
(2007) estudou a bifurcação de dois pontos em sistemas de vibro-impacto, que podem ser associa-
dos à fortes ressonâncias. Por outro lado, Manevitch e Gendeman (2008) estudaram a resposta de
sistemas oscilatórios com vibro-impacto estritamente não lineares utilizando vários modelos físicos
para representar o problema. Um estudo de sistemas de múltiplos graus de liberdade com vibro-
impacto utilizando modelos de coeficientes de restituição foi realizado por Wagg e Bishop (2000).
Muitos outros trabalhos podem ser encontrados em Ibrahim (2009), que apresenta uma extensa
revisão sobre a dinâmica de vibro-impacto.
O segundo método é denominado de análise contínua, ou ainda, de método baseado em força,
(Gilardi e Sharf, 2002) . Este é baseado no fato de que a força de interação age de modo contínuo
durante o impacto. Esta abordagem é realizada adicionando um termo de força de contato na equa-
ção do movimento durante o período de duração do impacto. Isto permite uma melhor descrição
do comportamento real do sistema, sendo esta análise a mais adequada e mais compatível com
problemas que envolvem situações complexas de impacto, múltiplos impactos e vibro-impacto.
Desta forma, modelos de força de contato são adicionados à equação do movimento do sis-
tema, sendo denominados de modelos fenomenológicos ou constitutivos. A principal aplicação
deste método tem sido em problemas de vibro-impacto, em que um dos corpos pode ser modelado
como rígido e outro deformável. Alguns dos principais modelos utilizados na literatura, referentes a
vibro-impacto são: a lei de contato deHertz, modelo do potencial, modelo proporcional, o modelo
proporcional suavizado e o modelo cúbico.
Diversos trabalhos que utilizam este método podem ser encontrados na literatura específica.
Por exemplo, o trabalho de Leib et al. (2010), no qual, os autores realizaram a simulação do cabo
da caixa de câmbio de um automóvel que impactava contra o revestimento de material compósito
que o protege. Nas simulações, o modelo de viga foi utilizado para representar o cabo e o revesti-
mento. A lei de contato utilizada foi considerada plástica. As simulações foram feitas utilizando o
software comercial Abaqus. A Figura 2.1 mostra os resultados obtidos para aceleração utilizando
duas amplitudes diferentes de excitação.
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Figura 2.1: Resultados obtidos por Leib et al. (2010): o gráfico da esquerda é a resposta temporal
da aceleração medida quando o cabo esta sob uma excitação de 2m/s2 e o da direita sob uma
excitação de 4m/s2, ambas na frequência de 106Hz, figura retirada de (Leib et al., 2010).
Notam-se picos na aceleração em ambos os gráficos da Figura 2.1 que são característicos do
fenômeno de vibro-impacto. Observa-se também que os picos apresentam maior magnitude no grá-
fico da direita, onde a amplitude da excitação é maior. Ambos os gráficos ilustram a característica
descontínua da aceleração, que está associada ao fenômeno de vibro-impacto.
Outro trabalho relacionado ao método de análise contínua é o de Park et al. (2011), que reali-
zaram a simulação de barras reguladoras de um reator nuclear excitadas por uma carga harmônica
que provocava o impacto destas contra seus suportes. As barras reguladoras do reator nuclear fo-
ram modeladas como vigas e a força de contato foi assumida ser função da deformação dos corpos,
possuindo duas regiões com comportamentos distintos. Estes modelos foram considerados contí-
nuos, de forma que a força de contato na iteração atual pode ser representada por uma expansão em
série de Taylor da força no instante anterior. Para a simulação temporal, o método de Newmark
foi utilizado. Os autores relatam boa concordância com resultados experimentais disponíveis para
este problema. Outro trabalho que também faz uso da expansão em série de Taylor da força de
contato foi realizado por Knudsen e Massih (2000), no qual os autores estudaram o desgaste nas
barras reguladoras do reator nuclear, provocado por vibro-impacto.
Dumont (2002) investigou o comportamento de uma viga engastada-livre que impacta con-
tra dois obstáculos rígidos como mostrado na Figura 2.2, na determinação da resposta temporal
diferentes esquemas de integração temporal foram utilizados, tais como: diferença finita para trás
(backward), método de Runge − Kutta e o método α − HHT . Em suas conclusões os auto-
res afirmam que o método α − HHT se mostrou mais adequado ao problema de vibro-impacto,
uma vez que este integrador apresentou menor tempo computacional comparado ao método de
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Runge −Kutta, sendo de simples implementação e permitindo ainda amortecimento dos modos
espúrios de alta frequência 1. O autor ainda comenta a complexidade observada no movimento da
viga, reportando a observação de movimentos irregulares e algumas vezes caótico. O autor ainda
relata que o impacto provocou excitação de múltiplas frequências naturais da viga. Por fim, ainda
afirma que o número de impactos pode depender do esquema de integração usado e do parâmetro
de amortecimento.
Figura 2.2: Viga engastada livre excitada por um oscilação de base φ(t) impactando contra dois
obstáculos, figura retirada de (Dumont, 2002).
Dando continuidade ao trabalho anterior, Dumont e Paoli (2006) utilizaram o mesmo pro-
blema citado anteriormente, no entanto, eles estudaram a convergência da solução do problema.
Segundo os autores, pequenos passos de integração são necessários para que a convergência seja
alcançada quando o método de Newmark é utilizado. Se um passo grande é utilizado, o sistema
tende à instabilidade após um certo período, apesar do problema convergir, a condição de não pe-
netração não é completamente satisfeita. Por fim, os autores apresentam uma modificação para o
método de Newmark, visando amenizar os efeitos de instabilidade observados atribuídos ao fato
do esquema de integração temporal não conservar a energia durante o impacto, mesmo o sistema
físico não sendo dissipativo.
Relacionado às dificuldades na obtenção de uma solução, Khenous et al. (2008) afirmam que
as instabilidades observadas nos trabalhos anteriormente citados estão relacionadas aos termos da
matriz de massa associados ao contorno em que o contato ocorre. Desta forma uma redistribuição
da massa do sistema é proposta, onde a inércia da região de contato é redistribuída para o interior
do corpo. Um problema elastodinâmico bidimensional foi solucionado para avaliar o desempenho
1Modos espúrios: são soluções originadas por erros numéricos e não representam a física do problema
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desta modificação. Diferentes métodos de integração foram utilizados, com e sem a modificação
proposta. Segundo os autores, os métodos com a redistribuição de massa apresentaram melhor
conservação da energia do sistema e ainda redução nas oscilações da tensão e do deslocamentos
da região de contato. Segundo os autores isso ocorre porque a redistribuição de massa leva a um
melhor condicionamento do sistema. As Figuras 2.3 e 2.4 mostram os gráficos da pressão de contato
e da energia do sistema para o problema eslastodinâmico resolvido por Khenous et al. (2008).
Figura 2.3: Redução das oscilações da tensão de contato utilizando o método da redistribuição de
massa e Newmark com ∆t = 1× 10−3 s, (Khenous et al., 2008).
Figura 2.4: Conservação da energia do sistema utilizando o método da redistribuição de massa e
Newmark com passo de 1× 10−3 s, (Khenous et al., 2008).
No caso sem a redistribuição de massa, os modos espúrios surgem perturbando a solução do
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sistema, como pode ser visto nos gráficos da esquerda nas Figuras 2.3 e 2.4 respectivamente. No
entanto, mesmo com a redistribuição de massa, o sistema ainda não conserva a energia, como pode
ser visto no gráfico da direita da Figura 2.4.
Pozzolini et al. (2011) estudaram o problema de uma viga engasta-livre que impacta contra
dois obstáculos rígidos utilizando diferentes métodos de integração com a adição de uma lei de
impacto na forma de um coeficiente de restituição. No entanto, os resultados mostram que para
um impacto conservativo com coeficiente de restituição unitário, a energia do sistema não é con-
servada. Apesar do sistema não apresentar divergência, as oscilações na região do contato ainda
estão presentes. Por outro lado, o coeficiente de restituição menor que a unidade permite introduzir
alguma perda de energia durante o impacto, podendo ser uma boa alternativa para representar o
caso onde a dissipação de energia devido à colisão deve ser considerada. A Figura 2.5 mostra o
gráfico do deslocamento da viga obtido por Pozzolini et al. (2011).
Figura 2.5: Deslocamento da viga impactando contra dois obstáculos utilizando método de New-
mark com coeficiente de restituição zero e passo de 1× 10−4 s, o eixo vertical é a amplitude [m] e
o eixo horizontal é o tempo em [s], figura retirada de Pozzolini et al. (2011).
O processo de vibro-impacto os corpos entram em contato e se separam inúmeras vezes.
Sendo necessário utilizar um processo numérico de integração da equação do movimento para ob-
ter a resposta temporal do sistema. Segundo (Deuflhrd et al., 2008), o desenvolvimento de esquemas
eficientes e estáveis ainda é um desafio, devido principalmente à forma de avaliação da condição
de não penetração na interface de contato. Sua avaliação inadequada pode levar a oscilações es-
púrias na interface de contato, estas são oscilações que surgem por erros numéricos, deteriorando
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a precisão da solução obtida, além de geralmente aumentar o tempo computacional consideravel-
mente. Segundo Laursen (2003), os efeitos das interações de impacto na estabilidade numérica da
análise dinâmica podem ser a primeira vista difícil de contornar, mesmo em situações onde a não
linearidade é provocada apenas pelo contato. Em problemas envolvendo mais não linearidades,
acredita-se que estes efeitos sejam mais pronunciados.
No fenômeno de vibro-impacto, diversas questões estão presentes como o contato, a dinâmica
do sistema e os esquemas de integração temporal. Desta forma, estes assuntos serão abordados mais




3.1 Modelo de viga
O modelo estrutural de viga desenvolvido por Euler − Bernoulli é um modelo unidimen-
sional onde o comprimento L é muito maior que as dimensões da seção transversal. As seguintes
hipóteses cinemáticas são admitidas:
• O carregamentos admitidos são as cargas concentradas ou distribuídas na direção transversal
e momentos concentrados na direção normal ao plano da viga;
• Pequenas deflexões e rotações;
• A viga é esbelta, ou seja, o comprimento (L ) é muito maior que a espessura (h );
• Somente esforços de flexão são considerados;
• Dada uma seção plana e perpendicular à linha de referência na configuração indeformada,
esta permanecerá plana e perpendicular à linha de referência na configuração deformada,
sofrendo apenas uma rotação θz. Desta forma, este modelo não considera o efeito do cisalha-
mento transversal;
• Em uma fibra vertical não ocorre extensão ou compressão nesse sentido.










Figura 3.1: Cinemática da viga de Euler − Bernoulli
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A seção transversal AA sofre um deslocamento vertical v da direção transversal e uma rota-
ção θz que provoca um deslocamento u na direção x que faz a seção AA assumir a posição AA
′. A
Figura 3.2 mostram em detalhe da seção AA′.
Figura 3.2: Detalhe da seção deformada da viga
Assim, as seguintes relações podem ser escritas:





e para pequenas rotações tem-se que tg θz ≃ θz, o que implica pela Equação (3.1) que ∆x é muito









e o deslocamento do ponto P para P ′ na direção x é dado por:




e assim o campo de deslocamento da viga pode ser escrito em termos das componentes de desloca-














As deformações sofridas pela viga quando submetida aos esforços compatíveis com as hi-
póteses adotas são dadas pelo tensor de deformações infinitessimal. Que é função do campo de







































Utilizando o princípio do trabalho virtual, que diz que um corpo deformável está em equilí-
brio se a soma do trabalho virtual externo com o trabalho virtual interno é zero para os desloca-
mentos virtuais δv¯ que satisfazem as equações cinemáticas e condições de contorno cinemáticas, ou












δv¯.tdS = 0 (3.8)
onde onde σ é o tensor de tensões de Cauchy , b é a carga de corpo e ρ u¨ é a força de inércia, t é
o vetor de cargas de superfície aplicadas no contorno da viga, pi é o vetor das cargas concentrada













O tensor de tensões de Cauchy σ pode ser relacionado com o tensor de deformações por
meio da do tensor de elasticidade C. Assumindo que o material seja linear elástico e isotrópico.
Assim o tensor de tensões σ relaciona-se com as deformações ǫ, da seguinte forma:
σ = Cǫ (3.11)
para a viga a componente não nula do tensor de elasticidade está na direção xx, dada por:
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σxx = Cxxǫxx (3.12)
As cargas externas aplicadas compatíveis com o modelo de viga são: uma carga transversal
distribuída ao longo do comprimento da viga denominada de q (x) que representa um carga de
corpo, forças e momentos concentrados. A Figura 3.3 mostra os esforços que podem ser aplicados











Figura 3.3: Esforços externo atuantes na viga .
Substituindo a Equação (3.7) na Equação (3.8) juntamente com as cargas aplicadas ao longo
do contorno da viga, sendo o contorno S da viga definido pelo intervalo [0, L] e o diferencial de











ρ δv v¨ A dx−
ˆ L
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A Equação (3.13) representa a equação do movimento para o modelo de viga de Euler −
Bernoulli na forma variacional também conhecida como forma fraca (onde os requisitos de conti-
nuidade do campo em questão são reduzidos) da equação do movimento, respeitando as hipóteses
definidas anteriormente.
Na próxima seção a discretização espacial da equação do movimento da viga de Euler −
Bernoulli na forma fraca é feita utilizando o método dos elementos finitos.
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3.2 Discretização das equações do movimento
Para resolver a forma integral da equação do movimento da viga na forma fraca, obtida uti-
lizando o método dos trabalhos virtuais utiliza-se o método de elementos finitos, onde o domínio
é dividido em m subdomínios iguais chamados de elementos, onde os campos de deslocamento
v (x), o campo de deslocamento virtual δv¯ (x) e as acelerações v¨ são aproximados por uma combi-
nação linear das funçõesN (x), denominadas de funções de forma dos elementos. Os coeficientes
desta combinação são os valores de deslocamentos e acelerações em certos pontos denominados
de nós, sendo representados pelos vetores de deslocamentos, acelerações e deslocamentos virtuais
generalizados d , d¨ e δd. Desta forma os campos de deslocamentos podem ser representados pela
seguinte relação:
v (x) =N (x) d (3.15)
δv¯ (x) =N (x) δd (3.16)
v¨ =N (x) d¨ (3.17)
O elemento utilizado para discretizar a estrutura é o elemento finito de viga de dois nós,
apresentado na Figura 3.4:
Figura 3.4: Elemento de viga de dois nós.
Cada nó do elemento de viga possui dois graus de liberdade, um grau de liberdade de desloca-
mento transversal v e um grau de liberdade de rotação θ, o elemento possui um comprimento l que






















As funções de forma do elemento de viga são as seguintes:
N =
[
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sendo δdT 6= 0, temos que a Equação (3.25) pode ser reescrita da seguinte forma:





































onde operador Anele=1 representa operação de assembly, obtendo as matrizes de massa e rigidez,
assim como o vetor de carregamento, através da contribuição de cada elemento finito, mais deta-
lhes podem ser encontrados em Bathe (1982); Cook (1995); Chandrupatla e Belegundu (2002). A
Equação (3.26) é denominada equação do movimento discretizada, ondeM representa a matriz de
massa da estrutura,K é a matriz de rigidez e f é o vetor de carga aplicada eN é matriz das funções
de forma do elemento de viga, qe é a carga distribuída que atua no elemento, pe são as forças e os
momentos que atuam nos nós do elemento. As propriedades ρe, Ae, Ee e Ie são respectivamente: a
massa específica do elemento, a área da seção transversal do elemento, o módulo de elasticidade do
material e o momento de inércia de área da seção transversal. As coordenadas x1 e x2 representam
a coordenada na direção x dos nós 1 e 2 do elemento de viga.
Realizando as integrações para um elemento tem-se as matrizes elementares de massa M e
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Segundo Bathe (1982), é necessário incluir o termo de dissipação de energia na Equação
(3.26). Este termo é denominado de força de amortecimento e é proporcional às velocidades no-
dais d˙ na forma D d˙, onde D é denominada de matriz de amortecimento da estrutura. Onde a
forma usual de representar a matriz de amortecimento em análise numéricas é a forma onde esta é
proporcional a matriz de rigidez K e a matriz de massa M , sendo escrita da seguinte forma:
D = AM + BK (3.33)
Mais detalhes sobre a matriz D podem ser obtido em Bathe (1982) e Hughes (2000). Assim
tem-se a equação do movimento com amortecimento:
M d¨+D d˙+Kd− f = 0 . (3.34)
Esta equação é a equação do movimento da viga discretizada por elementos finitos. A partir




O problema de contato é não linear, onde a não linearidade ocorre devido às mudanças das
condições de contorno durante o movimento, (Bathe, 1982; Zienkiewicz e Taylor, 2000).
Problemas que envolvem contato são de grande importância na indústria, especialmente os
relacionados à engenharia mecânica e civil, mas também em aplicações ambientais e médicas.
Alguns exemplos de problemas de contato são: a interação da fundação de construções com o solo,
ligações de membros estruturais, impacto de veículos contra estruturas, projeto de engrenagens,
processos de conformação de material, usinagem e contato entre pneu e a pista. Em sistemas onde
o fenômeno de vibro-impacto está presente, o problema de contato também se torna de interesse,
sendo necessário solucionar este problema para obter a resposta dinâmica do sistema em cada
instante.
Quando os corpos entram em contato, condições cinemáticas devem ser impostas de modo
a impedir a interpenetração desses corpos. Tais condições são denominadas de condições de não
penetração. Em adição a essa condição deve existir ainda a condição de continuidade dos esforços
entre os corpos durante o contato persistente.
Segundo Zienkiewicz e Taylor (2005), a solução de problemas de contato envolve as seguintes
etapas: o desenvolvimento de um algoritmo para identificar as regiões de contato entre os corpos, o
método de aplicação das condições apropriadas para prevenir a penetração, e a transmissão coerente
dos esforços entre os corpos. A Figura 4.1 ilustra o que acontece durante o contato entre um corpo
elástico e um corpo rígido.
Figura 4.1: Contato entre dois corpos: a) sem contato, b) contato, (Zienkiewicz e Taylor, 2005).
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Na Figura 4.1 a), os corpos não estão em contato e as condições de contorno são especificadas
pela condição de esforço de contato zero. Na figura 4.1 b), os corpos estão em contato ao longo de
uma parte do segmento do contorno e desta forma as condições de contorno devem ser inseridas
para evitar a penetração e garantir que os esforços sejam consistentes.
Ao longo da superfície de contato, diferentes tipos de interações podem ser considerados
e modelados, sendo uns mais simples e outros mais complexos. No caso mais simples, tem-se o
contato sem atrito, em que somente a componente normal dos esforços é diferente de zero. Uma
condição mais complexa, ocorre quando esforços tangenciais à superfície de contato são gerados
pelo atrito entre as superfícies em contato.
Para resolver o problema de contato utilizando métodos numéricos de discretização, como o
método dos elementos finitos, tem-se que tratar dos seguintes aspectos:
• Detecção do contato;
• Construção dos elementos de contato;
• Aplicações das condições de contato;
• Solução do sistema de equações resultantes.
A detecção das regiões que podem entrar em contato é o primeiro passo na solução do problema de
contato. O objetivo desta etapa é identificar as regiões onde ambas as superfícies possam interagir
no passo atual da solução. Desta forma, o algoritmo de detecção é baseado na identificação das
regiões mais próximas. O critério de proximidade é especificado ou é escolhido com base nas
condições de contorno e/ou discretização das superfícies de contato. Assim, a cada ciclo da solução
as regiões são identificadas. Isso é necessário, pois com a evolução da solução a região de possível
contato pode mudar. Segundo (Yastrebov, 2011), a detecção das regiões de possível contato é uma
tarefa puramente algoritmica e está fortemente ligada à discretização da interface de contato, .
Os elementos de contato são uma espécie de ponte entre superfícies localmente separadas,
mas que podem potencialmente interagir. Cada elemento de contato contém como componentes
nós, arestas, segmentos ou partes de ambas as superfícies. A composição destes componentes de-
pende da escolha do método de discretização do contato adotado. Cada elemento de contato tem o
seu próprio vetor de incógnitas, vetor residual e matriz tangencial, que são montados juntamente
com o vetor de incógnitas e matrizes elementares da estrutura, (Yastrebov, 2011).
Ao utilizar o método dos elementos finitos como técnica de discretização do meio contínuo,
algumas dificuldades surgem ao tratar problemas de contato. Segundo Zienkiewicz e Taylor (2005),
não é possível um modelo de contato em todos os pontos ao longo do contorno. Isto se deve ao fato
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que a representação do contorno em elementos finitos é aproximada e a representação discreta do
contorno não corresponde perfeitamente ao contorno real. Assim, em casos de contato bi e tri -
dimensionais, onde o contorno dos elementos são linhas e superfícies, podem haver regiões dentro
do mesmo elemento que estão em contato e outras que não estão. O modelo de elementos finitos
não permite uma representação única das normais entre os dois corpos, ou seja as normais não são
contínuas no contorno dos elementos. Assim, para uma mesma região de contato existem diferentes
vetores normais, .
Em problemas com pequenas deformações, pequenos deslizamentos e geometria simples,
pode-se utilizar malhas onde os nós de uma superfície interagem diretamente com os nós da malha
da superfície oposta. Este método é denominado de contato nó-nó. No entanto, se a análise a ser
realizada considerar efeitos de grandes deslocamentos, grandes deformações, atrito ou geometrias
complexas outros métodos devem ser utilizados. Umas das possibilidades é a utilização dos méto-
dos conhecidos como: nó-segmento e segmento-segmento. Mais detalhes desses métodos podem
ser encontrados em Wriggers (2002), Laursen (2003) e Yastrebov (2011).
Como citado anteriormente, a etapa de detecção do contato está relacionada com o processo
de discretização. Por exemplo, no caso de discretização nó-nó, a detecção do contato consiste sim-
plesmente em estabelecer os pares de nós mais próximos. Assim, os nós de uma superfície denomi-
nada mestre (master) forma pares com os nós mais próximos da superfície oposta, denominada de
seguidora (slave). A Figura 4.2 ilustra essa situação. A facilidade dessa discretização se encontra no
fato de que uma vez criados os pares de contato, eles não precisam serem encontrados novamente,
pois estes não mudam durante etapa de solução, (Yastrebov, 2011).
Figura 4.2: Discretização do contato nó-nó, (Yastrebov, 2011).
Para este tipo de discretização da região do contato, os nós do corpo mestre e seguidor devem
estar alinhados. Este fato, limita o método para pequenas deformações e pequenos deslizamentos.
Para definir se os corpos estão em contato é necessário avaliar a função penetração também cha-
mada de função gap nas regiões de possível contato. A função penetração mede a menor distância
entre o nó do corpo seguidor e a superfície ou nó do corpo mestre. Em problemas sem atrito, a
função penetração é também chamada de função penetração normal, sendo definida pela Equação
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(4.1), segundo Wriggers (2002),
gN = (x2 − x1) .n1 (4.1)
onde x2 ex1 são as posições na configuração atual (espacial) do corpo seguidor e do mestre respec-
tivamente en1 é a normal unitária do corpo mestre. A posição atual é definida como x
k =Xk+uk,
sendo queXk é a posição na configuração inicial ou também chamada de material e uk é o campo
de deslocamento . O índice superior k é utilizado para distinguir os corpos mestre e seguidor, onde
o índice 1 indica o corpo mestre e 2 o seguidor. Assim a equação da função penetração pode ser
reescrita da seguinte forma:
gN = g0 + n1. (u2 − u1) (4.2)
onde g0 é a distância entre os corpos na configuração inicial, dada pela diferença entre a posição
inicial entre o corpo mestre e o seguidor, ou seja, g0 = X
2 −X1. Então, pela avaliação da função








No caso do corpo mestre ser um corpo rígido, o campo de deslocamento u1 ≡ 0 e a normal
n1 é a normal unitária da superfície do corpo rígido, (Wriggers, 2002).
Quando os corpos estão em contato, as restrições cinemáticas devem ser impostas para evitar
a interpenetração dos corpos e garantir que a transferência dos esforços aconteça. As restrições
cinemáticas para o problema de contato normal sem atrito são também conhecidas como condi-
ção de Hertz–Signorini–Moreau, (Wriggers, 2002). Quando o problema de contato é visto sob
o ponto de vista da teoria de otimização estas condições são também chamadas de condição de
Karush−Kuhn−Tucker, segundo (Wriggers, 2002) e são representadas em função da penetra-
ção gN e da componente normal da tensão de contato pN . De acordo com (Wriggers, 2002), estas
condições podem ser escritas da seguinte forma:
gN ≥ 0 , pN ≤ 0 , pN gN = 0 . (4.4)
Se existe o contato sem penetração, ou seja onde ambas as superfícies estão em contato sem
que exista uma invasão de uma superfície sobre a outra, gN = 0 e pN = 0. Se de alguma forma a
superfície de um dos corpos for forçada a invadir a outra superfície uma força compressiva pN < 0
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irá surgir em ambos os corpos, evitando que a interpenetração aconteça ou seja que gN = 0. De
outra forma, se os corpos estão separados então gN > 0 e pN = 0. Inúmeras aproximações podem
ser utilizadas para aplicar as condições cinemáticas ao problema discretizado. Os métodos mais
conhecidos são: o Lagrangiano, método da penalidade e o método do Lagrangiano Aumentado. Na
próxima seção o método da penalidade é apresentado e suas características são discutidas. Deta-
lhes sobre os outros métodos podem ser encontrados nas seguintes referências: Wriggers (2002) e
Laursen (2003).
Após impor a condição cinemática ao problema de contato discretizado, obtém-se um con-
junto de equações resultantes. SegundoWriggers (2002), a solução direta desse sistema não é pos-
sível devido a restrição de contato, sendo necessário o uso de técnicas de solução iterativas.
4.1 Método da penalidade
O método a ser utilizado neste trabalho para impor a restrição de não penetração dada na
Equação (4.4) será o método da penalidade. Segundo Yastrebov (2011), pela simplicidade do mé-
todo da penalidade, este é um dos métodos mais utilizados para o tratamento de problemas de
contato em códigos de elementos finitos comerciais e científicos. Sendo de fácil implementação
comparados aos métodos do Lagrangiano e Lagrangiano aumentado, pois apresenta poucas altera-
ções ao sistema de equações original.
O método da penalidade é baseado em uma aproximação da satisfação dessas condições.
Segundo Yastrebov (2011), no método da penalidade assume-se que a pressão de contato é uma
função contínua da penetração, sendo representada pela relação entre a função penetração e um
parâmetro ǫN , dada pela seguinte relação:
pN (gN) = ǫN (〈gN〉) =

0 , gN > 0ǫN gN , gN ≤ 0 (4.5)
onde ǫN é uma constante positiva, assim, a condição de não penetração é cumprida para valores da
função penetração positivos. No entanto, de acordo com as relações entre a pressão de contato e a
função penetração dada pela Equação (4.5), segundo Yastrebov (2011). O contato sem penetração
ocorre somente para o valor igual à zero, se o valor da função penetração é negativo numericamente
existiria uma interpenetração dos corpos violando a condição de não penetração, desta forma uma
força de contato surge e esta é proporcional ao valor numérico da função penetração. Desta forma,
quanto maior a força de contato menor será a penetração e mais próximo da condição ideal deve-se
estar. Assim no método da penalidade as superfícies em contato não estão restritas à penetração,
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ou seja, que os corpos não podem penetrar um no outro, mas que existe uma resistência a que isso
aconteça (Yastrebov, 2011) representada por:

gN > 0 , pN = 0 , gN pN = 0gN < 0 , pN = ǫN (gN) < 0 , gN pN 6= 0 . (4.6)
Quanto maior for o valor da função penetração dos corpos maior será a reação de resistência
a ela. Desta forma a condição de não penetração é satisfeita de forma aproximada, sendo que a
função penetração irá sempre apresentar um valor menor que zero, esta valor será tão pequeno
quanto maior for ǫN , no entanto se ǫN for muito grande os corpos se separaram. A interpretação
física do método da penalidade leva a uma representação da superfície do corpo mestre como uma
série de molas com comprimento inicial zero, que pode alongar para dentro do corpo na direção
normal (Yastrebov, 2011), e conforme ǫN aumenta ajusta-se a penetração dos corpos até que o
equilíbrio dos corpos é atingido.
A força de resistência à penetração dos corpos dadas pelas molas segue a lei FR = ǫN (gN),
onde FR é a reação que surge pelo alongamento da mola dado pela penetração gN . Da mesma forma,
a superfície do corpo mestre é suposta ser descrita por meio de molas não deformadas. Assim, uma
vez que estas molas imaginárias são fixadas à superfície do corpo mestre, elas transferem essa











que é semelhante a energia acumulada por uma mola linear de rigidez ǫN , devido a um desloca-
mento gN . Este método é denominado de método da penalidade padrão também chamado de linear
segundo (Yastrebov, 2011).
A hipótese da dependência da pressão de contato com a penetração permite representar o
trabalho das forças de contato como a integral do produto da pressão de contato pN pela penetração
virtual δgN , análogo ao trabalho de uma tração prescrita (Yastrebov, 2011).





ǫN (gN) δgN dΓc (4.8)
sendo que a integral representa o trabalho virtual do contato, não só devido a zona de contato ativa,
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mas ao longo de toda zona de contato. A integral do trabalho de contato é análoga ao trabalho
virtual devido à deformação das molas imaginárias na interface de contato (Yastrebov, 2011).
A Figura 4.3 apresenta a representação gráfica da deformação dessas molas imaginárias.
Figura 4.3: Interpretação da mola virtual associada ao método da penalidade Yastrebov (2011).
Na Figura 4.3 a ilustração à esquerda mostra a configuração dos corpos separados. A ilustra-
ção do meio mostra a configuração após a ocorrer uma penetração gN , o que resulta em uma força
de contato pN = ǫN (gN), como mostrado pelas setas vermelhas sobre o corpo mestre e em azul
sobre o corpo seguidor. O ponto de equilíbrio é estabelecido sendo representado pela ilustração da
direita na Figura 4.3
No entanto, a desvantagem do método da penalidade está na representação aproximada da
condição de não penetração, que pode ser visualizada na Figura 4.4, onde está mostrada a compa-
ração da aproximação da condição de não penetração (Hertz-Signorini-Moreau ou Karush-Khun-
Tucker) obtida pelo método da penalidade representada pela linha tracejada, e a completa satisfa-
ção das mesmas condições representada pelo negrito nos eixos vertical pN e no eixo horizontal gN .
Nesta figura a linha sólida representa a condição ideal de penetração e a linha tracejada a aproxi-






Figura 4.4: Ilustração da aproximação das condições de impenetrabilidade pelo método da penali-
dade, Laursen (2003).
A condição de não penetração é somente satisfeita perfeitamente quando ǫN → ∞, o que é
impossível em cálculos computacionais pelo fato do mau condicionamento provocado pelo grande
valor do penalizador. Assim, o método da penalidade apresenta a desvantagem de não representar
perfeitamente a condição de não penetração. No entanto, o método da penalidade é bastante difun-
dido, e vem sendo aplicado com boa apreciação em problemas lineares elásticos, segundo Laursen
(2003).
Segundo Yastrebov (2011), o método de penalidade linear é uma ótima escolha do ponto de
vista numérico, uma vez que não introduz não linearidades adicionais ao problema. Ainda segundo
Yastrebov (2011), a função de penalidade linear não é ótima do ponto de vista de precisão, podendo
outras funções não lineares serem utilizadas. Mais detalhes do método de penalidade com funções
não lineares podem ser encontrados no trabalho de Yastrebov (2011). Esse método de penalidade
com funções não lineares pode ser relacionado aos modelos de leis constitutivas (Wriggers, 2002).
Na próxima subseção, diferentes modelos de leis constitutivas para força de contato são apresenta-
das.
4.2 Modelos de rigidez de contato
Em algumas situações em problemas de contato, leis constitutivas para pressão ou força de
contato são utilizadas para representar os esforços na região de contato, tanto para casos mais
simples onde a pressão de contato depende apenas da penetração, como para casos mais complexos
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onde a pressão de contato depende das condições micromecânicas da superfície, (Wriggers, 2002).
Segundo Wriggers (2002), os modelos constitutivos onde a pressão ou força de contato são
proporcionais à penetração, podem ser interpretados como ométodo de penalidade com uma função
penalizadora não linear. Assim, elas também podem ser interpretadas como molas não lineares adi-
cionadas à região de contato. Frequentemente, estes modelos constitutivos também são chamados
de modelos de rigidez de contato. A seguir alguns modelos constitutivos são apresentados.
Segundo Ibrahim (2009), a lei de contato de Hertz relaciona a tensão localizada que é desen-
volvida com a curvatura das duas superfícies em contato e a pequena deformação originada pela
aplicação do carregamento. A força de contato pode ser escrita por:
FC = k (gN)
n
(4.9)
onde k é a constante de rigidez de contato que é uma função das propriedades elásticas e da geo-
metria dos corpos em contato, o valor de n para o contato elástico pontual é 3
2
e para um contato





A rigidez do contato pode ser obtida por modelos analíticos ou experimentais, por exemplo,
como no modelo de contato esférico. De acordo com Ibrahim (2009), a Equação (4.9) é válida
enquanto a área de contato é pequena se comparada à geometria dos corpos e a superfície dos corpos
é perfeitamente lisa de tal maneira que o contato não está associado com o atrito e o materiais dos
corpos em contato são considerados elásticos lineares e isotrópicos.
No modelo de energia potencial de contato, a força de contato é obtida pela derivada de um
potencial de contato Π em função da penetração gN . De modo que esse potencial Π seja convexo






ΠC (x) = k (gN)
2m+2
2n+1 (4.11)
onde k é a rigidez de contato, os índicesm = 0, 1, 2... e n = 0, 1, 2, ... comm ≥ n.
Outro modelo muito utilizado é o modelo linearmente proporcional. Este modelo assume que
a força de contato varia com uma proporção constante com o aumento da penetração dos corpos,






Figura 4.5: Modelo de força de contato proporcional.
A representação deste modelo é dada por:
Fc =

k (gN) , gN ≤ 00 , gN > 0 (4.12)
e segundo Wriggers (2002), este modelo é idêntico ao modelo de penalidade padrão.
No modelo proporcional suavizado, tem-se dois comportamentos para força de contato. Para
o valor da penetração dentro do intervalo de −e < gN < 0 o modelo comporta-se como uma
parábola e quando a penetração gN < −e o modelo passa a se comportar proporcionalmente com a















, gN ≤ −e
0 , gN ≥ 0
(4.13)
onde sign (gN) é a função que retorna o sinal da penetração gN . A Figura 4.6 ilustra o compor-
tamento da força de contato com a penetração gN , e o eixo horizontal é tomado como −gN para






Figura 4.6: Modelo de força de contato com suavização na região e .
O modelo proporcional suavizado apresenta duas transições, a primeira entre a condição sem
contato para condição de contato com a força de contato variando de forma parabólica. E a segunda
onde a força de contato passa do modelo parabólico para o modelo de força de contato proporcional.
A presença das duas transições podem provocar dificuldade na convergência da solução, além da
maior dificuldade na implementação comparado aos modelos anteriores.
O modelo cúbico vem sendo utilizado principalmente para representar suportes em problemas
de vibro-imapcto envolvendo varetas de combustível nuclear. O modelo de força de contato cúbica
é dado pela Equação (4.14) e seu comportamento em função da penetração é mostrado na Figura




3 , gN ≤ 0





Figura 4.7: Modelo de força de contato cúbica.
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Na literatura encontram-se modelos mais complexos em que a força de contato pode também
considerar efeitos de dissipação, e a força de contato passa a ser uma função que depende do
deslocamento e da velocidade tais como:
1. Força de contato com amortecimento linear:
Fc = k gN ( 1 + α g˙N ) (4.15)
2. Força de contato com amortecimento quadrático:
Fc = k gN ( 1 + α g˙N |g˙N | ) (4.16)
3. Força de contato de Hertz com amortecimento:
Fc = k (gN)
3
2 (1 + g˙N) (4.17)
onde k é a rigidez de contato, α é uma contante utilizada para regular o amortecimento, gN é a
penetração e g˙N é a velocidade de penetração dos corpos. Mais detalhes desses modelos podem ser
encontrados em Ibrahim (2009).
4.3 Termos de contato
O termo relacionado ao trabalho dos esforços de contato, que surgem quando os corpos in-
teragem entre si, devem ser adicionados à equação do movimento do sistema. No entanto, nesta
seção este termo será tratado separadamente. O termo de contato normal origina-se das condições
cinemáticas impostas quando os corpos entram em contato. Assim, esforços surgem na região de




pN δgN dΓc (4.18)
onde pN é a força de contato normal para o caso unidimensional e δgN é a variação da função
penetração. A forma da força pN é geralmente em função da penetração gN , para o método da
penalidade. De uma forma geral pN pode ser escrito como:




onde cN e n são parâmetros constitutivos.
Neste trabalho considera-se os casos em que o contato entre os corpos pode ocorrer como um
contato pontual, onde o nó de um corpo entra em contato com o nó do outro. O contato nó-nó é
válido para deslocamentos relativos pequenos entre as superfícies em contato. No entanto, para ser
possível esta abordagem, a malha de elementos finitos deve ser construída de forma que os nós do
contorno do corpo mestre estejam alinhados com os nós do corpo seguidor.
A determinação de que nós irão entrar em contato é dada simplesmente pela comparação
da posição de cada par de nó, ou seja, se o nó do corpo mestre está alinhado com o nó do corpo










Figura 4.8: Contato nó-nó.
Para pequenas deformações e pequenos deslocamentos a mudança na normal é negligenciada.
Desta forma, a variação da função penetração é dada pela seguinte relação:
δgN = (δu2 − δu1).n1 (4.20)




ǫN ( gN )
n (δu2 − δu1).n1 dΓc (4.21)
onde ΓC representa a superfície de contato.
4.4 Discretização dos termos de contato
Para o caso em que o contato dos corpos é considerado nó-nó, as restrições de contato estarão
ativas em nc números de nós, onde nc é o número de pares de contatos ativos. Assim o termo de
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força de contato, pode ser escrito diretamente com os valores de deslocamentos nodais dos pares
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onde ǫN representa uma rigidez de contato, A
nc
1 representa a operação de assembly dos termos de
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Quando o contato entre os corpos existir, ou seja, gN ≤ 0 o vetor resíduo de contato rC
deve ser adicionado nos respectivos graus de liberdade dos nós em contato à Equação (3.34), que
é a equação do movimento da viga discretizada por elementos finitos. Assim adicionando o termo
contato tem-se:
M d¨+D d˙+K d+ rC − f = 0 (4.35)
ondeM é a matriz de massa,D é matriz de amortecimento viscoso,K é a matriz de rigidez, rC
é o vetor resíduo de contato e f é o vetor das forças externas aplicadas, e d, d˙ e d¨ são os vetores
nodais de deslocamento, velocidade e aceleração respectivamente.
A condição de não penetração dada pela Equação (4.4), exige que um corpo não pode invadir
o outro. No entanto„ em termos computacionais não é factível gN = 0. Em termos de implementa-
ção numérica a condição de não penetração deve ser realizada definindo uma penetração aceitável
tão perto de zero quanto possível, denominada aqui por TOL:
gN ≤ TOL (4.36)
Na grande maioria dos trabalhos que utilizam o método da penalidade padrão, ou seja, que
consiste em utilizar a força contato pN proporcional à penetração gN como na Equação (4.5), o
resíduo de contato para o par de contato i é representado explicitamente em função da matriz de
















































Da mesma forma para o modelo de força de contato cúbico piN = ǫN (gN)
3
que também é














































































Na discretização temporal da Equação (4.35) os termos de contato serão chamados apenas de
rC para compactar a equação. Nota-se que como apresentando anteriormente rC é uma força de
contato e um termo dependente da rigidez. Esse fato deve sempre permanecer em mente quando se
referir à rC .
Os métodos da penalidade padrão (força de contato proporcional) e o método para o modelo
de força de contato cúbico foram implementados em linguagem MATLAB conforme as equações
apresentadas anteriormente. Para verificação da implementação um problema de contato viga-viga
estático foi solucionado utilizando o método da penalidade padrão e o resultado obtido foi com-
parado com o resultado obtido utilizando o software comercial ABAQUS 6.8. Os resultados da
comparação e detalhes do problema são apresentados no anexo B. O modelo de força de contato




Emmuitas aplicações de engenharia, há situações em que a inclusão dos termos dinâmicos na
análise de estruturas é essencial. O termo dinâmico se refere ao fato de que as forças proporcionais
à aceleração e velocidade desem ser incluídas na equação de equilíbrio. Existe muitos exemplos
em que os efeitos de inércia são importantes, como em situações de carregamentos de impacto em
estruturas, condições de explosão, casos em que a carga é de alta intensidade e aplicada por um
curto período de tempo e por fim em carregamentos sísmicos, onde a carga estrutural tem a forma
de uma aceleração prescrita de acordo com Dokanish e Subraraj (1989).
Segundo Dokanish e Subraraj (1989), a resposta de submarinos e outros veículos navais à
carregamentos dados pelo ambiente, a resposta dos reatores e de prédios muito elevados à car-
regamentos sísmicos, a resposta de estruturas off − shore ou de perfuração de petróleo como
plataformas e equipamentos de suporte, que estão sujeitos à carregamentos sísmicos submarinos,
ventos e ondas em condições climáticas severas são também situações onde os efeitos de inércia
são relevantes.
Para determinar o tipo de análise de uma estrutura, é necessário conhecer a natureza da carga
aplicada e a magnitude da primeira frequência natural. Segundo Silva (2005), do ponto de vista
de carregamento, pode-se geralmente classificar uma carga atuando em uma estrutura em uma das
seguintes categorias: estática, cíclica, transitória e aleatória, como mostra a Figura 5.1.
Figura 5.1: Tipo de carregamento em uma estrutura, (Silva, 2005).
35
A análise análise de uma estrutura pode ser dividida em dois tipos: a estática e a dinâmica.
Se a carga é constante, isto é, uma carga que não muda com o tempo como na Figura 5.1 (a), uma
análise estática pode ser realizada. Se a carga varia com o tempo, não significa necessariamente
que a análise dinâmica seja necessária, (Silva, 2005).
Segundo Silva (2005), em problemas lineares onde o carregamento possui uma frequência
muito menor primeira frequência natural da estrutura, uma análise estática irá fornecer uma solução
precisa, sendo necessário apenas resolver o problema estático para o valor de pico do carregamento.
Neste caso, a carga é chamada de carga quase estática.
De acordo com Silva (2005), em problemas lineares com carregamentos transitórios deve-se
considerar o tempo de aplicação da carga para definir o tipo de análise. Se o período correspondente
à primeira frequência natural da estrutura é mais do que cerca de duas vezes o tempo de aplicação
do carregamento, a carga deve ser classificada como carga de choque ou impacto, sendo necessária
uma análise dinâmica transiente. Se o período da menor frequência natural do sistema é inferior a
um terço do tempo de aplicação da carga, a análise estática é suficiente e a carga pode ser consi-
derada como quase estática. Se o período da menor frequência natural situa-se entre as condições
quase estáticas e a de choque, uma análise dinâmica transiente é necessária e a carga é considerada
como transitória.
De acordo com Silva (2005), a análise de resposta transiente é empregada se o carregamento
que atua na estrutura é classificado como transitório ou choque. Duas abordagens para resolver a
equação do movimento em uma análise dinâmica transiente podem ser empregadas. A primeira é a
integração direta da equação do movimento e a segunda é a superposição modal. Neste trabalho o
método da integração da equação do movimento será empregado onde detalhes sobre o método da
superposição modal podem ser encontrados nas seguintes referências Silva (2005), Hughes (2000)
e Bathe (1982).
No método da integração das equações do movimento, estas são integradas diretamente no
domínio do tempo. O número de passos temporais utilizados depende do período e das variações
pré-supostas para o deslocamento, velocidade e aceleração dentro de cada passo temporal, (Silva,
2005). Se o número de passos utilizados for muito grande, o custo computacional pode se tornar
elevado ou até proibitivo, (Silva, 2005).
O problema de vibro-impacto envolve a condição de múltiplos impacto juntamente com a
vibração do sistema. Este problema pode ser tratado como um problema dinâmico de resposta
transiente. Este problema dentro da análise dinâmica transiente pode ainda ser subclassificado como
um problema de contato elastodinâmico, isto é, um problema de contato sujeito as condição de
não penetração dos corpos onde os efeitos da deformação elástica devido as forças de inércia são
incluídos. Muitas vezes este último caso é denominado simplesmente como problema dinâmico de
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Signorini, (Doyen et al., 2002).
Definido o tipo de análise dinâmica transiente a ser realizada, o passo seguinte é decidir sobre
o método de solução que será utilizado. Esta questão será discutida na próxima subseção.
5.1 Integração da equação do movimento do sistema
A descrição do movimento de um sistema é dada por uma equação diferencial de segunda
ordem no tempo. Em sistemas lineares simples é possível resolver esta equação por meio da inte-
gração analítica. No entanto, em sistemas mais complexos este procedimento não é possível. Desta
forma, é preciso utilizar técnicas numéricas de integração para obter a solução. A equação do movi-
mento discretizada pelo método dos elementos finitos para o problema dinâmico sem contato pode
ser representada pela Equação (5.1), segundo Bathe (1982) e Hughes (2000).
M d¨+D d˙+Kd− f = 0 (5.1)
ondeM é a matriz de massa,D é matriz de amortecimento viscoso,K é a matriz de rigidez, f é o
vetor das forças externas aplicadas e d , d˙ e d¨, são os vetores nodais de deslocamento, velocidade
e aceleração respectivamente.
As características fundamentais dos métodos de integração temporal utilizados para resolver
a Equação (5.1) são: primeiro não satisfazem as equações diferenciais em todos os instantes de
tempo t, mas somente em intervalos de tempo discretos separados por∆t; segundo entende-se que
há um tipo de variação adequada do deslocamento d, da velocidade d˙ e da aceleração d¨ dentro de
cada intervalo de tempo, (Bathe, 1982; Rao, 2004).
Diferentes métodos de integração podem ser obtidos e cada um com seu tipo de variação
suposta para d, d˙ e d¨. Neste métodos de integração, o tempo total de integração T é dividido em n
intervalos iguais à ∆t = T
n
e determina-se a solução em t = 0, ∆t, ...., n∆t.
Os métodos de integração podem ser divididos em métodos explícitos e implícitos. Os mé-
todos explícitos tem como principal característica expressar as grandezas de interesse como deslo-
camento, velocidade e aceleração em um instante t em função dos valores conhecidos no instante
t − 1. No método explícito, a solução no tempo t + ∆t é obtida considerando as condições de
equilíbrio no tempo t. Dois métodos que se enquadram nesta classe são o método de diferenças
finitas centrada e o método de Runge − Kutta. O método da diferença finita centrada será abor-
dado na subseção seguinte. Detalhes sobre o método de Runge − Kutta podem ser encontrados
em Dokanish e Subraraj (1989); Rao (2004); Hughes (2000).
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Os métodos de integração explícitos, como o método da diferença finita, são particularmente
bem adaptados para problemas dinâmicos de curta duração ou de problemas de propagação de on-
das, como no caso de estruturas submetidas a explosão ou impacto de alta velocidade. Esse esquema
de integração não necessita de fatoração da matriz de rigidez a cada passo da solução e não requer o
armazenamento das matrizes, se a matriz de massa lumped (diagonal) é utilizada. O custo compu-
tacional por passo de tempo é geralmente muito menor do que o custo para os métodos implícitos
e também menos armazenamento é exigido, (Dokanish e Subraraj, 1989). Os métodos explícitos
requerem um número menor de operações de cálculos se comparados aos métodos implícitos.
No entanto, esquemas de integração explícitos são apenas condicionalmente estáveis e geral-
mente exigem intervalos de tempo pequeno para garantir a estabilidade numérica. Assim a restrição
do tamanho do passo é muitas vezes mais grave do que as considerações de precisão exigida. Esta
restrição limita a eficácia do esquema quando usado para estudar problemas dinâmicos de dura-
ção moderada, por exemplo, problemas de resposta em excitações sísmicas. No caso de um passo
maior que o valor crítico ser utilizado, o método torna-se instável. O valor do passo crítico para
um sistema de n graus de liberdade é dado por ∆tcrit =
τn
pi
, onde τn é o menor período natural do
sistema. Este critério é conhecido como critério de Courant, (Bathe, 1982; Wriggers, 2002). Em
problemas não lineares, o valor crítico para o intervalo de tempo é variável com o tempo, uma vez
que está atrelado às frequências naturais do sistema que se modificam ao longo da análise (Rao,
2004; Bathe, 1982; Wriggers, 2002). A estabilidade do método é importante na análise de pro-
blemas não lineares, pois o passo crítico varia a cada iteração, o que poderia fazer a solução do
problema divergir, mesmo se o método for condicionalmente estável.
Os métodos de integração implícitos, em conjunto com o método dos elementos finitos, têm
seus principais pontos fortes exatamente nas áreas onde os métodos explícitos, tem seus pontos
fracos, ou seja, na capacidade de tratamento de problemas onde as forças de inércia devem ser
consideradas, tal como impacto e problemas sísmicos e de estruturas com geometria complexa,
(Subraraj e Dokanish, 1989). No método implícito, a solução no instantes t + ∆t é obtida re-
solvendo a equação de equilíbrio em t + ∆t e as equações dos deslocamentos no instante t + ∆t
envolvem as velocidades e acelerações neste mesmo instante. Muitos métodos implícitos são incon-
dicionalmente estáveis para análise linear e o valor do intervalo de tempo que pode ser empregado é
governado pela precisão desejada para a solução, e não pela estabilidade do processo de integração
(Subraraj e Dokanish, 1989).
Embora os métodos implícitos geralmente necessitem de mais esforço computacional por in-
tervalo de tempo do que os métodos explícitos, o passo de tempo pode ser muito maior, uma vez
que este é limitado apenas por requisitos de precisão. O passo de tempo emmuitos métodos explíci-
tos, por outro lado, são restringidos apenas pela estabilidade numérica. Para manter a estabilidade,
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um passo de tempo muito menor do que o necessário para a precisão é usado, aumentando assim o
custo computacional do método. Os métodos implícitos mais conhecidos são os método deWilson,
Newmark e α− HHT. Nas próximas subseções os método deNewmark e o método α− HHT são
abordados. Detalhes sobre o método deWilson podem ser encontrados em (Bathe, 1982; Hughes,
2000; Subraraj e Dokanish, 1989).
Características como a estabilidade incondicional, presente na maioria dos algoritmos implí-
citos, os tornam competitivos e para certos tipos de problemas mais adequados que os algoritmos
explícitos. Em problemas lineares a estabilidade incondicional permite a livre escolha do valor do
incremento de tempo, ficando este apenas limitado pelos critérios de precisão. Nos casos em que o
valor de∆tmáximo para garantia da estabilidade é bemmenor que o necessário para precisão dese-
jada, os algoritmos implícitos apresentam-se vantajosos em relação aos explícitos. Essas situações
geralmente são de análises quase estáticas ou de dinâmica estrutural, onde as baixas frequências
envolvidas no problema permitem valores de incremento de tempo relativamente altos, para uma
razoável precisão, (Dokanish e Subraraj, 1989). Porém, mesmo nesses casos, quando a análise en-
volve não linearidades, a estabilidade dos algoritmos implícitos não fica garantida a priori. Mas
estes métodos têm a tendência de serem mais estáveis que os explícitos, gerando menos dificulda-
des para a obtenção da resposta do sistema, (Cook, 1995).
Segundo Hughes (2000), as seguintes características são exigidas para que um integrador
temporal seja eficiente:
• Incondicionalmente estável quando aplicado em problemas lineares;
• Não mais de que um conjunto de equações para ser resolvido a cada passo;
• Segunda ordem de acurácia;
• Capaz de controlar a dissipação dos modos de alta frequência;
• Auto-iniciável.
A questão de estabilidade refere-se ao uso de intervalos de tempo menor que o necessário para a
ordem de acurácia. Quanto menor o número de equações para serem resolvidas menor é o esforço
computacional necessário. Métodos de segunda ordem de acurácia são desejados uma vez que
proporcionam melhores resultados, comparados aos métodos de primeira ordem. O controle de
dissipação dos modos espúrios de alta frequência é uma característica de grande interesse, uma vez
que estes modos trazem instabilidades para a solução. Entende-se por algoritmos auto-iniciáveis,
aqueles onde é necessário o armazenamento de dois ou menos passos anteriores para o avanço do
processo, Hughes (2000).
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Ainda segundo Hughes (2000), o algoritmo desejado para problemas de dinâmica estrutural
é o que apresenta segunda ordem de acurácia, que seja incondicionalmente estável de passo único
e apresente um bom balanço entre a dissipação numérica e a perda de acurácia quando comparado
com a regra trapezoidal.
Segundo Hughes (2000), os períodos dos modos do modelo em elementos finitos podem ser
distorcidos pelos integradores. Por exemplo, a regra trapezoidal irá alongar o período, enquanto o
método da diferença central irá encurtar o período, quando comparados ao problema original. Desta
forma, é recomendado que o integrador temporal e a matriz de massa sejam escolhidos de forma
que os erros no período sejam cancelados. Para a regra trapezoidal é recomendado o uso da matriz
de massa consistente.
5.1.1 Método da diferença finita centrada
A idéia principal do método da diferença finita centrada é substituir as derivadas que surgem
na equação do movimento do sistema por aproximações algébricas dessas derivadas. Desta forma





dn+1 − 2dn + dn−1
∆t2
. (5.2)
Substituindo as relações acima na equação do movimento do sistema dada pela Equação (5.1)


















































e utilizando esta expressão é possível calcular o deslocamento no instante tn+1, conhecendo os
deslocamentos nos instantes tn e tn−1 dados por dn e dn−1 respectivamente. Nota-se que o deslo-
camento no instante tn+1 é obtido pela solução direta do sistema sem a necessidade de um processo
iterativo para obter dn+1. Assim, é possível descrever o comportamento do sistema pela aplicação
sucessiva desta equação, em cada intervalo de tempo. No entanto, no instante tn = 0 há a necessi-
dade de se conhecer d0 e d−1, sendo este método não auto-iniciável, (Rao, 2004). Para se calcular
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o deslocamento d−1 as seguintes relações podem ser utilizadas segundo Wriggers (2002):







−D d˙0 −Kd0 + f 0
]
(5.6)
A desvantagem deste método, como já mencionado anteriormente, é a necessidade de pe-
quenos valores para ∆t, devido as questões de estabilidade do método. Para problemas lineares o
critério de Courant para o ∆tcrit é uma boa estimativa, (Bathe, 1982).
Quando existe o contato entre os corpos, ou seja gN ≤ 0, a equação do movimento passa a ser
a Equação (4.35). Substituindo as aproximações para velocidade e aceleração dadas pela Equação
(5.2) na Equação (4.35), tem-se:
M
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+Kdn + rC − f = 0 (5.7)

















































O termo de força de contato rc (dn) é avaliado no instante de tempo tn, assim como a função
penetração gN(dn). Novamente, o valor de ∆t deve ser menor que o valor crítico. Para problemas





onde le é o tamanho do menor elemento na malha, c é a velocidade do som na estrutura e δ é
um fator de redução escolhido arbitrariamente para cada problema dentro do seguinte intervalo
0.2 < δ < 0.9.
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5.1.2 Método de Newmark
O método de integração temporal de Newmark é o método mais conhecido para resolver
as equações do movimento, (Wriggers, 2002). Este baseia-se nas seguintes aproximações para os
deslocamentos e velocidades:




(1− 2 β) d¨n + 2 β d¨n+1
]
(5.11)
d˙n+1 = d˙n +∆t
[
(1− γ) d¨n + γ d¨n+1
]
(5.12)
onde os parâmetros β e γ controlam a estabilidade e acurácia do método. O intervalo para os quais
os parâmetros podem ser escolhidos são 0 ≤ β ≤ 0.5 e 0 ≤ γ ≤ 1, (Hughes, 2000). Neste traba-
lho será utilizado o método de Newmark com acelerações médias, também conhecido por regra




respectivamente, (Hughes, 2000). O método
da acelerações médias apresenta características interessantes como estabilidade incondicional e 2a
ordem de acurácia. Tomando γ = 1
2
, evita-se a introdução de qualquer amortecimento numérico,
inerente do método de integração. Caso este valor seja maior de 1
2
um amortecimento numérico
positivo é introduzido no sistema, (Hughes, 2000). A aplicação do método de Newmark leva a um
sistema de equações que pode ser facilmente resolvido.
As equações (5.11) e (5.12) são a forma convencional de escrever as aproximações dos des-
locamentos e velocidades pelo método de Newmark, onde a variável primária é a aceleração. No
entanto, será utilizada a formulação onde o deslocamento é a variável primária para trabalhar di-
retamente com o deslocamento no processo de solução das equações. As equações (5.11) e (5.12),
podem ser rearranjadas na seguinte forma:
d¨n+1 = a1 (dn+1 − dn)− a2 d˙n − a3 d¨n (5.13)
d˙n+1 = a4 (dn+1 − dn) + a5 d˙n + a6 d¨n (5.14)




























Para a condição sem contato, a equação do movimento é dada pela Equação (5.1). Substi-
tuindo as as equações (5.13) e (5.14) na Equação (5.1) e rearranjando os termos tem-se:
ψ (dn+1) =M
[




a4 (dn+1 − dn) + a5 d˙n + a6 d¨n
]
+Kun+1 − F = 0 (5.16)
onde ψ (dn+1) é denominado de vetor resíduo. A Equação (5.16) representa um conjunto de equa-
ções lineares, em que não existe a necessidade de um processo iterativo para a obtenção do des-
locamento dn+1. No entanto, por conveniência neste trabalho o processo iterativo foi utilizado e o
método escolhido foi o método de Newton−Raphson, detalhes sobre o método se encontram no
Anexo A. Assim tem-se:












onde n+ 1 identifica o passo de tempo atual e i a iteração do método de Newton−Raphson.
Para o caso em que os corpos entram em contato, ou seja, gN ≤ 0 a equação do movimento
é dada pela Equação (4.35). Substituindo as equações (5.13) e (5.14) na Equação (4.35) e rearran-
jando os termos tem-se:
ψ (dn+1) =M
[




a4 (dn+1 − dn) + a5 d˙n + a6 d¨n
]
+K dn+1 + rC (dn+1)− F = 0 (5.19)
A Equação (5.19) é a equação do movimento incluindo os termos de contato discretizada
pelo método de integração de Newmark. Lembrando que rc é dado pelas equações (4.44) e (4.40).
Utilizando o método de iterativo para solucionar o sistema tem-se:
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comK a matriz de rigidez linear da estrutura, eKC é a matriz de rigidez devido a não linearidade
de contato. A matriz de rigidez de contato KC e a função penetração gN são avaliadas utilizando
din+1 em cada iteração. O índice i representa a iteração atual do processo de solução das equações.
As velocidades e acelerações no instante n+ 1 são obtidas substituindo o campo de deslocamento
convergido dn+1 nas equações (5.14) e (5.13) respectivamente.
5.1.3 Método α−HHT (Hilber −Hughes− Taylor)
O método α − HHT é uma generalização do método de Newmark com a introdução de
um controle do amortecimento dos modos espúrios de alta frequência sem perda da acurácia. Este
método foi desenvolvido inicialmente para tratar de problemas elastodinâmicos lineares. O método
α−HHT é o método de integração temporal mais universal, pois a partir da escolha adequada dos
parâmetros α, γ e β pode-se obter os integradores de Newmark e o método da diferença centrada.
A equação discretizada do movimento é modificada para a seguinte equação:
M d¨n+1 + (1− α)
[
D d˙n+1 − fn+1
]
+ α [D − fn] +K [(1− α) dn+1 + αdn] = 0 (5.24)
As aproximações da velocidade e deslocamento são as mesmas aproximações utilizadas no
método deNewmark, dadas pelas equações (5.12) e (5.11) respectivamente. A solução do sistema
de equações lineares por conveniência neste trabalho é obtida utilizando o método de Newton −












(1− α) dn+1 + α d˙n
]
+K [(1− α) dn+1 + αdn]−
[


















Os parâmetros α, γ e β definem as características de estabilidade e acurácia do método. O
parâmetro α controla a dissipação numérica dos modos espúrios. Como mencionado anteriormente,
ao fazer α = 1 obtém-se a família dos integradores deNewmark. Por exemplo, para α = 1, γ = 1
2
e β = 1
4
temos a regra trapezoidal. O método da diferença centrada é obtido fazendo α = 1, γ = 1
2
e β = 0.
O algoritmo é incondicionalmente estável e com segunda ordem de acurácia para os seguintes
intervalos de parâmetros de acordo com Ericher et al. (2002):










O método alpha − HHT também leva a um sistema de equações não lineares, como no
método de Newmark. Da mesma forma, como no método de anterior, este assunto irá ser tratado
com mais detalhes na seção de discretização temporal.
Para o caso em que os corpos entram em contato, ou seja, gN ≤ 0 a equação do movimento
incluindo os termos de contato para o método alpha−HHT , é dada pela seguinte expressão:
M d¨n+1 + (1− α)
[




D d˙n − fn
]
+K [(1− α) dn+1 + αdn] + rC (dn+α) = 0 (5.29)
dn+α = (1− α) dn+1 + αdn (5.30)
















D d˙n − F n
]
+K [(1− α) dn+1 + αdn] + rC (dn+α) = 0 . (5.31)
Lembrando que rc é dado pelas equações (4.44) e (4.40) .Para a solução da equação (5.31)
foi utilizado o método de Newton−Raphson. Assim tem-se:
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din+α = (1− α) d
i
n+1 + αdn (5.36)
com K a matriz de rigidez linear, e KC a matriz de rigidez devido a não linearidade de contato.
Estas matrizes são avaliadas utilizando o deslocamento din+α. A função penetração gN também
deve ser avaliada utilizando o deslocamento din+α a cada iteração. O índice i representa a iteração
atual do processo de solução das equações não lineares. Os coeficientes a1, a2, a3, a4, a5, e a6 são
dados pela Equação (5.15). As velocidades e acelerações no instante n+1 são obtidas substituindo
o campo de deslocamento convergido dn+1 nas equações (5.14) e (5.13) respectivamente.
Os métodos de integração numérica apresentados neste trabalho foram todos implementados
em linguagem MATLAB. Cada método foi implementado de acordo com a equações apresentadas
nas seções anteriores para cada esquema de integração descrito.
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES
Neste capitulo é realizada a verificação dos algoritmos de integração da diferença centrada
(DFC), de Newmark e α − HHT , com a solução analítica de vibração forçada de uma viga bi-
apoiada com carga harmônica concentrada no meio do vão. Posteriormente, o problema de uma
viga impactando contra dois obstáculos rígidos é estudado e os resultados obtidos aqui são compa-
rados com os resultados obtidos por Dumont (2002). E por fim, a situação de vibro-impacto entre
duas vigas é estudada e os resultados obtidos são apresentados e discutidos.
6.1 Verificação
6.1.1 Método de integração temporal
Com a finalidade de verificação dos métodos de integração temporal, o problema de vibra-
ção de uma viga bi-apoiada carregada com força harmônica senoidal mostrado na Figura 6.1 foi
utilizado. Entende-se por verificação a comparação entre os resultados obtidos por uma simulação




Figura 6.1: Viga bi-apoiada submetida a uma força harmônica senoidal
As condições de contorno e condições iniciais do problema são:






= 0 ; w(x, 0) = w˙(x, 0) = 0.0 . (6.1)
A solução para o deslocamento da viga em vibração forçada não amortecida é dada pela
Equação (6.2). No anexo B se encontra a dedução de forma detalhada da solução analítica.
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As simulações do comportamento da viga foram feitas utilizando os métodos da diferença
finita centrada, Newmark e α − HHT todos implementados em linguagem MATLAB utilizando
as equações discretizadas apresentadas no capítulo 5. As soluções obtidas foram comparadas com
a solução analítica dada pela Equação (6.2). Foram utilizados os 10 primeiros modos de vibração
da viga para a construção da resposta analítica.
Os parâmetro utilizados nas simulações foram: força concentrada Fo = 500N , frequência
do carregamento f = 20Hz que corresponde a frequência angular de ωp = 125, 6637 rad/s,
comprimento da viga L = 10m, área da seção transversal A = 0.02m2, momento de inér-
cia I = 1.6667 × 10−5m4, distância de aplicação da carga em relação ao vinculo a = 5m,
módulo de elasticidade do material da viga E = 70GPa, massa especifica do material da viga
ρ = 2700Kg/m3.
O intervalo de tempo em que a solução foi estuda foi de 0 à 2.5 s. O incremento de tempo
utilizado nas simulações foi de ∆t = 1 × 10−5 s para todos os esquemas de integração numérica
utilizado. A malha de elementos finitos utilizada continha 40 elementos de viga de dois nós como
apresentado no capítulo 3. Para o método de Newmark os valores dos parâmetros β e γ forma
0.25 e 0.5 respectivamente, estes parâmetros corresponde ao esquema da regra trapezoidal . Para o
método α −HHT o valor do parâmetro α escolhido foi igual à 0.1 e os valores dos parâmetros β
e γ foram obtidos pela relação dada na Equação (5.28).
Para realização da comparação quantitativa dos resultados numéricos obtidos em relação a
solução analítica, a norma L2 do erro (‖e‖L2) e o valor RMS do erro entre o deslocamento numé-
rico obtido no ponto x = a e o deslocamento analítico em x = a foram calculadas. As equações







(w (a, t)− u (a, t))2dt ∼=
√√√√ T∑
t=0
(w (a, t)− u (t))2 =
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onde w¯ é o vetor solução analítica no ponto a em cada instante de tempo, u é o vetor da solução
numérica no ponto a obtido por cada método de integração em cada instante de tempo. O tamanho
dos vetores corresponde à quantidade de pontos no intervalo de tempo de interesse. Por exemplo,
para este caso em que o intervalo de tempo de análise foi de 2.5 s e∆t = 1×10−5 s, temos 250000
pontos. A tabela à seguir mostra o valor da norma L2 e o valor RMS obtidos para cada método.
Tabela 6.1: Comparação dos métodos de integração temporal com a solução analítica da vibração
de uma viga bi-apoiada excitada por uma carga senoidal.
Método ‖e‖L2 RMS
Diferença Finita Centrada 5.00672e− 004 2.00269e− 004
Newmark 4.97474e− 004 1.98990e− 004
α−HHT 4.97017e− 004 1.97607e− 004
Os resultados apresentados mostram que os métodos implementados são capazes obter solu-
ções com acurácia na ordem de 10−4 na norma do erro, e valor RMS na ordem de 10−4 comparada
com a solução analítica do problema utilizado como validação. Assim, os métodos implementados
podem ser considerados verificados.
Para realização de comparação dos sinais ao longo do tempo das soluções obtidas pelos mé-
todos de integração numérica e a solução analítica, foi gerado gráficos com o plot da sobreposição
das soluções numéricas com a solução analítica para cada método de integração utilizado. A Figura
6.2 mostra a comparação visual do sinal de deslocamento do ponto x = a, obtido pelos métodos de
integração numérica com o sinal obtido pela expressão analítica dada pela Equação (6.2).
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Figura 6.2: Comparação do sinal de deslocamento obtido pela expressão analítica com o obtido
pelos métodos de integração temporal.
No primeiro gráfico da Figura (6.2) tem-se a comparação do deslocamento obtido pelo mé-
todo da diferença finita centrada (DFC) com o deslocamento analítico, e em seguida a comparação
do deslocamento obtido pelo método de Newmark com o deslocamento analítico é realizada. Por
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fim, tem-se a comparação do deslocamento obtido pelo método α − HHT com o deslocamento
analítico. Os sinais de deslocamentos obtidos pelos métodos de integração numérica apresenta-
ram concordância com o sinal do deslocamento analítico. As figuras 6.3, 6.4 e 6.5 apresentam os
gráficos dessa comparação qualitativa para a velocidade, aceleração e diagrama de fase.
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Figura 6.3: Comparação do sinal de velocidade obtido pela expressão analítica com o obtido pelos
métodos de integração temporal.
No primeiro gráfico da Figura (6.3) tem-se a comparação da velocidade obtida pelo método
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da diferença finita centrada (DFC) com a velocidade analítica, e em seguida a comparação da
velocidade obtida pelo método de Newmark com a velocidade analítica é realizada. Por fim, tem-se
a comparação da velocidade obtida pelo método α−HHT com a velocidade analítica. Os sinais das
velocidades obtidas pelos métodos de integração numérica apresentaram concordância com o sinal
da velocidade analítica, obtida pela primeira derivada em relação ao tempo da solução analítica do
deslocamento dada na Equação (6.2).
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Figura 6.4: Comparação do sinal de aceleração obtido pela expressão analítica com o obtido pelos
métodos de integração temporal.
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No primeiro gráfico da Figura (6.4) tem-se a comparação da aceleração obtida pelo método
da diferença finita centrada (DFC) com a aceleração analítica, e em seguida a comparação da ace-
leração obtida pelo método de Newmark com a aceleração analítica é realizada. Por fim, tem-se a
comparação da aceleração obtida pelo método α−HHT com a aceleração analítica. Os sinais das
acelerações obtidas pelos métodos de integração numérica apresentaram concordância com o sinal
da aceleração analítica, obtida pela segunda derivada em relação ao tempo da solução analítica do
deslocamento dada na Equação (6.2)
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Figura 6.5: Comparação do diagrama de fase obtido pela expressão analítica com o obtido pelos
métodos de integração temporal.
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No primeiro gráfico da Figura (6.5) tem-se, a comparação do diagrama de fase obtido pelo
método da diferença finita centrada (DFC) com a diagrama de fase analítico. Em seguida a com-
paração do diagrama de fase obtido pelo método de Newmark com o diagrama de fase analítico.
é realizada. Por fim, tem-se a comparação do diagrama de fase obtido pelo método α − HHT
com o diagrama de fase analítico. Os diagramas de fase obtidos pelos métodos de integração nu-
mérica apresentaram concordância com o diagrama de fase analítico. Em resumo, conclui-se que
os métodos de integração numérica implementados foram capazes de reproduzir a solução analí-
tica de forma satisfatória. Nota-se que o erro numérico dado pela norma L2 e pelo valor RMS
são da ordem 10−4, em termos da variação do sinal ao longo do tempo as soluções numéricas se
aproximaram de forma satisfatória.
6.2 Vibro-impacto de viga contra obstáculo rígido
Nesta seção serão apresentado os resultados obtidos para o problema de uma viga engastada







Figura 6.6: Comparação com o artigo de Dumont (2002).
Os parâmetros do problema são: comprimento da viga L = 1, 501m, folga entre a viga e
os obstáculos g0 = 0.1m, módulo de elasticidade E = 2 × 10
11GPa e massa específica ρ =
8.000 Kg
m3
. A viga possui seção circular vazada com diâmetro externo deDe = 1 cm e espessura t =
0.5mm. A viga está sujeita a uma excitação de base do tipo senoidal dada por e(t) = 0.2 sen(10 t).
Amalha de elementos finitos utilizada possui 19 elementos, os intervalos de tempo utilizados foram
de∆t = 5×10−6 s,∆t = 1×10−6 s,∆t = 5×10−7 s e∆t = 2×10−7 s. O valor do penalizador do
método da penalidade foi ǫN = 1× 10
8 N
m
. Este problema foi estudado anteriormente por Dumont
(2002), os parâmetros do problema foram os mesmo utilizados por Dumont (2002) em seus estudos.
A tolerância na penetração dos corpos utilizada no presente trabalho foi TOL = 1×10−8. Os
resultados obtidos foram comparados com os resultados apresentados por Dumont e Paoli (2006)
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utilizando o método de Newmark para a regra trapezoidal.
As Figuras 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10 apresentam os gráficos do deslocamento por tempo para dife-
rentes valores de∆t obtido pelo método de Newmark implementado neste trabalho em linguagem
MATLAB e os gráficos do deslocamento por tempo apresentados no trabalho de Dumont e Paoli
(2006) obtidos pelo método de Newmark por ele implementado.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho
(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).
Figura 6.7: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstáculos rígidos posi-
cionados de forma simétrica em relação ao eixo axial da viga, ∆t = 5× 10−6 s.
Os resultados obtidos pelo método deNewmark implementado neste trabalho em linguagem
MATLAB, mostraram ser mais estáveis após o primeiro impacto do que o o método de Newmark
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apresentado no trabalho de Dumont (2002), mas destaca-se também boa concordância do desloca-
mento durante os primeiros 0.15 s segundos do movimento onde as instabilidades eram ainda muito
pequenas. Acredita-se que esta diferença possa ser explicada pela diferença entre a tolerância da
penetração utilizada neste trabalho com a do trabalho de Dumont (2002). No entanto esta tolerân-
cia não é mencionada por Dumont (2002) em seu trabalho. Outra possibilidade seria a forma de
imposição do movimento de base que neste trabalho se deu na forma de um deslocamento prescrito
na forma de u¯ = 0.2 sen(10 t), Dumont (2002) em seu trabalho não fornece detalhes sobre este
aspecto.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho.
(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).
Figura 6.8: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstáculos rígidos posi-
cionados de forma simétrica em relação ao eixo axial da viga, ∆t = 1× 10−6 s.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho.
(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).
Figura 6.9: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstáculos rígidos posi-
cionados de forma simétrica em relação ao eixo axial da viga, ∆t = 5× 10−7 s.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho.
(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).
Figura 6.10: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstáculos rígidos po-
sicionados de forma simétrica em relação ao eixo axial da viga, ∆t = 2× 10−7 s.
Os resultados obtidos pelo método deNewmark implementado neste trabalho apresentaram
boa concordância com os resultados obtidos por de Dumont e Paoli (2006) utilizando o método
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de Newmark por ele implementado, especialmente para ∆t pequenos como os utilizados nas
Figuras 6.8, 6.9 e 6.10. Os resultados obtidos por este trabalho apresentaram boa concordância
em termos de valores e forma do sinal de deslocamento até valores de t = 0.4 s, que corresponde
ao início do impacto com o obstáculo inferior. Para valores de t > 0.4 s diferenças entre as repostas
obtidas pelo método de Newmark implementado neste trabalho em relação ao implementado por
Dumont (2002) são observáveis sendo mais destacadas para ∆t = 2 × 10−7 s. Deve-se destacar
também o alto custo computacional destas simulações devido ao intervalo de tempo muito pequeno
e quantidade de dados gerados.
Avançando além das análises feitas no trabalho de Dumont (2002) para o problema da viga
impactando contra os obstáculos rígidos. Desejava-se investigar os deslocamentos, variação da
energia (∆E) entre dois instantes consecutivos (tn, tn+1), a evolução da folga e a força de contato
para o problema anterior das vigas impactando contra dois obstáculos rígidos em seus instantes
iniciais. Portanto, foi definindo um intervalo de análise 0 ≤ t ≤ 0.65 s. Os resultados obtidos
são apresentados nas figuras 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 e mostram respectivamente a comparação dos
deslocamentos, variação da energia ∆E entre dois instantes consecutivos (tn, tn+1), a evolução
da folga e a força de contato obtidos pelo método da diferença centrada, Newmark e o método
α −HHT , para ∆t = 1 × 10−6 s. Os resultados são apresentados para o intervalo de tempo de 0
até 0.65 s.
64














(a) Método da diferença finita centrada (DFC).














(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.














(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.11: Comparação do deslocamento obtido pelos métodos DFC, Newmark e α − HHT ,
para ∆t = 1× 10−6 s e e excitação e(t) = 0.2 sen(10 t).
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∆ Energia x Tempo






(a) Método da diferença finita centrada (DFC).










∆ Energia x Tempo






(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.











∆ Energia x Tempo






(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.12: Comparação de ∆E obtido pelos métodos DFC, Newmark e α − HHT , para ∆t =
1× 10−6 s e e excitação e(t) = 0.2 sen(10 t).
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).





















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.





















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.13: Distância da viga até os obstáculos (folga) obtida pelos métodos DFC, Newmark e
α−HHT , para ∆t = 1× 10−6 s e excitação e(t) = 0.2 sen(10 t).
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).
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(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
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(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.14: Comparação força de contato pN obtida pelos métodos DFC, Newmark e α −HHT ,
para ∆t = 1× 10−6 s e excitação e(t) = 0.2 sen(10 t).
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Os resultados de deslocamento apresentados na Figura 6.11 mostram diferenças significativas
nos deslocamentos obtidos para cada método nas regiões onde os impactos ocorreram. Na medida
da variação da energia verificam-se os picos de energia positivos e negativos mostrando aumento e
redução respectivamente durante o impacto. Nota-se um ”ruído” de energia (oscilações nos gráfi-
cos da energia após o primeiro impacto), que surge mostrando que os métodos de integração não
conservam a energia durante o impacto, apesar do problema não possuir nenhum efeito de dissipa-
ção de não energia. Nota-se que esse ”ruído” de energia aparentemente aumenta a cada vez que a
viga impacta contra os obstáculos rígidos. DSestaca-se também que o método alpha−HHT foi o
método que menos viola a conservação da energia, quando comparados aos métodos deNewmark
e DFC, uma vez que os valores da variação na energia foram menores para este integrador quando
comparados aos outros dois. O comportamento da folga entre a viga e os obstáculos segue o mesmo
comportamento observado no deslocamento, onde as diferenças mais significativas se localizam nos
intervalos de tempo onde o impacto ocorre. A força de contato, como esperado, apresenta os picos
característicos do fenômeno de impacto, sendo que os valores desta foram maiores para o método
da diferença finita centrada e menores para o método α − HHT . Os valores menores da força de
contato para método α−HHT são justificados pela sua menor violação da conservação da energia,
de forma que o sistema trabalha em um nível de energia mais baixo do que nos outros métodos de
integração.
No resultados apresentados anteriormente a excitação de base era e(t) = 0.2 sen(10 t). Bus-
cando ajustar o nível da excitação de base ao valor da distância entre a viga e os obstáculos, a
excitação foi reduzida a e(t) = 0.1 sen(10 t). O mesmo problema da viga impactando contra os
obstáculos rígidos representado pela Figura 6.6 é considerado agora com a excitação de base redu-
zida, utilizando os mesmos parâmetros anteriores. Os resultados da comparação dos deslocamentos,
variação da energia ∆E entre dois instantes consecutivos (tn, tn+1), a evolução da folga e a força
de contato obtidos pelo método da diferença centrada, Newmark e o método α − HHT , para
∆t = 1 × 10−6 s com intervalo de tempo de 0 até 0.65 s, são obtidos e apresentados nas figuras
6.15, 6.16, 6.17 e 6.18.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).














(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.














(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.15: Comparação do deslocamento obtido pelos métodos DFC, Newmark e α − HHT ,
para ∆t = 1× 10−6 s e excitação e(t) = 0.1 sen(10 t).
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).
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(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
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(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.16: Comparação de ∆E obtido pelos métodos DFC, Newmark e α − HHT , para ∆t =
1× 10−6 s e e excitação e(t) = 0.1 sen(10 t).
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).




















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.




















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.17: Distância da viga até os obstáculos (folga) obtida pelos métodos DFC, Newmark e
α−HHT , para ∆t = 1× 10−6 s e excitação e(t) = 0.1 sen(10 t).
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).
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(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
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(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.18: Comparação força de contato pN obtida pelos métodos DFC, Newmark e α −HHT ,
para ∆t = 1× 10−6 s e excitação e(t) = 0.1 sen(10 t).
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Os resultados de deslocamento obtido para a amplitude do movimento de base de 0.1m
mostraram as mesmas características observadas com a amplitude de 0.2m. Destaca-se que a região
do impacto ficou mais evidente, o que permite identificar no gráfico de deslocamento, próximo
ao instante 0.125 s, a ocorrência do impacto entre a viga e o obstáculo superior e em instantes
seguintes a viga se separa e volta a impactar em aproximadamente 0.15 s. Estes instantes ficam
evidentes quando observa-se os gráficos da variação da energia e da força de contato (ver os picos).
O mesmo comportamento é observado quando a viga impacta com obstáculo inferior próximo ao
instante 0.375 s e se separa para impactar novamente em aproximadamente 0.4 s. Ao verificar os
gráficos da variação da energia e da força de contato verifica-se os picos neste instantes. Depois
ainda em aproximadamente 0.525 s um novo impacto com o obstáculo inferior ocorre seguido de
uma separação e um novo impacto. Nota-se também que a variação de energia apresentou menos
discrepância entre os métodos. O método da diferença finita (DFC) apresentou um valor um pouco
maior ainda, já o método α−HHT e o método deNewmark forammuito semelhantes. Novamente
observa-se o ”ruído” na energia mostrando que a conservação da energia não é satisfeita apesar do
problema não incluir efeitos dissipativos. A folga entre a viga e os obstáculo apresentou o mesmo
comportamento descrito para o deslocamento. Na força de contato verifica-se os instantes onde o
impacto ocorre bem destacados pelos picos que surgem, nota-se também que a força desenvolvida
no impacto com obstáculo inferior foi maior que a desenvolvida no impacto superior, isso de fato
mostra que o método de solução leva a um aumento de energia durante o impacto com obstáculo
superior e consequentemente aumentado a energia do sistema, provocando que o impacto contra o
obstáculo inferior ocorra em um nível energético maior.
6.3 Vibro-impacto de viga contra viga
Após uma análise de impacto entre uma viga impactando contra um obstáculo rígido, deseja-
se saber como é a reposta de uma viga impactando contra outra viga. Diferentemente do apresen-
tado na situação anterior em que um corpo era flexível e o outro rígido, na situação de interesse













Figura 6.19: Problema de contato viga com viga
Os valores dos parâmetros do problema foram obtidos do trabalho desenvolvido Beltrame
et al. (1998) e são os seguintes: L1 = 348 × 10−3m = 10 e L2 = 247 × 10−3m, E1 = E2 =
67×109 Pa, ρ1 = ρ2 = 2750
Kg
m3
,A1 = A2 = 112.775×10
−6m2, I1 = I2 = 397.062 ×10
−12m4 e
g0 = 3.5×10
−4m, a força externa aplicada F = 1.98 sen(38 t) onde wp = 38Hz que corresponde
a frequência natural da viga. Para a realização das simulações um amortecimento proporcional foi
introduzido os valores dos parâmetros A e B utilizados foram de A = B = 1 × 10−4 s. A malha
utilizada foi uma malha contendo 9 elementos finitos para cada viga. Os modelos de força de
contato utilizado nas simulações foram o modelo de força de contato proporcional e o modelo de
força de contato cúbico, com penalizador ǫ = 1 × 1012N/m e a tolerância na penetração dos
corpos adotada foi TOL = 1 × 10−8. A resposta dinâmica das duas vigas foi obtida utilizando os
métodos da diferença finita centrada (DFC), Newmark com γ = 1
2
e β = 1
4
que corresponde a regra
trapezoidal e o método α − HHT com α = 0.1, γ = 0.6 e β = 0.3025. O intervalo de tempo de
análise foi 0 até 0.5 s com intervalo de tempo∆t = 1× 10−6 s que menor do que o valor crítico do
intervalo de tempo∆tcrtit = 3.24×10
−4 s para o problema em análise.obtido pela Equação (5.10).
As figuras 6.20, 6.21 e 6.22 mostram respectivamente a evolução temporal do deslocamento,
velocidade e aceleração para o grau de liberdade da viga 1 que entra em contato com a viga 2, para
os seguintes esquemas de integração temporal: DFC, Newmark e α−HHT .
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).













−3 Deslocamento x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
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(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.20: Comparação do deslocamento do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).
















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.21: Comparação da velocidade do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).




















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.




















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.22: Comparação da aceleração do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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As figuras 6.23, 6.24 e 6.25 mostram respectivamente a evolução temporal do deslocamento,
velocidade e aceleração para o grau de liberdade da viga 2 que entra em contato com a viga 1, para
os seguintes esquemas de integração temporal: DFC, Newmark e α−HHT .
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).








−3 Deslocamento x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
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(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.23: Comparação do deslocamento do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).
















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.24: Comparação da velocidade do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).




















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.




















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.25: Comparação da aceleração do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato proporcional.
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Os deslocamentos do grau de liberdade da viga 1 mostrados na Figura 6.20 foram muito
próximos para os três métodos de integração utilizados. Na Figura 6.21, em que a velocidade é
mostrada nota-se as diferenças nos métodos nos instantes onde o impacto ocorre, que podem ser
identificadas pela brusca mudança no sentido da velocidade. Na Figura 6.22, em que os gráficos de
aceleração são mostrados, ficam mais evidentes as diferenças na reposta obtida por cada integrador.
Todos os métodos foram capazes de representar os picos característicos do fenômeno. Nota-se
no entanto que o método da diferença finita centrada (DFC) não apresenta um único pico e sim
uma pequena região onde os picos acontecem, diferente dos métodos de Newmark e α −HHT .
Isto pode ter acontecido pela caraterística do método DFC ser um método explícito e também
devido ao mau condicionamento do sistema de equações, já que o valor do penalizador para o
esquema de integração DFC com modelo de força de contato linear teve que ser reduzido para
ǫN = 1 × 10
10N/m para que o problema convergisse. Os valores nos gráficos foram limitados a
1000m/s2 , no entanto os valores máximos dos picos ficaram na ordem de 105m/s2.
Os mesmos comentários feitos para o grau de liberdade em contato da viga 1 podem ser
estendidos para o grau de liberdade em contato da viga 2. Destaca-se que em todos os gráficos
o valor do deslocamento, velocidade e aceleração começaram em zero para o nó da viga 2 e só
quando o impacto ocorre é que o movimento da viga 2 se inicia.
As figuras 6.26, 6.27 e 6.28 mostram respectivamente a variação da energia entre dois ins-
tantes consecutivos, evolução da folga e a força de contato para o problema do vibro-impacto entre
vigas com modelo de força de contato proporcional, para os seguintes esquemas de integração
temporal: DFC, Newmark e α−HHT .
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).










∆ Energia x Tempo






(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.










∆ Energia x Tempo






(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.26: Comparação da variação da energia ∆E para o modelo de força de contato proporci-
onal.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).












−3 Folga x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.












−3 Folga x Tempo





(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.27: Evolução da distância da viga até os obstáculos (folga) para o modelo de força de
contato proporcional.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).








Força de Contato x Tempo






(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.












Força de Contato x Tempo






(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.28: Comparação da força de contato pN para o modelo de força de contato proporcional.
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Os gráficos da variação da energia apresentados na Figura 6.26 mostram características já
observadas na aceleração, onde o método da diferença finita centrada (DFC), diferente dos métodos
de Newmark e α − HHT , não apresenta um pico bem definido, mas sim uma pequena região
em torno do ponto de impacto com vários picos de valores menores aos picos dos outros dois
métodos. Em termos de valores de pico, o método de Newmark apresentou menor variação entre
os valores máximo e mínimo dos picos, e o método α − HHT apresentou a maior variação entre
os valores máximo e mínimo dos picos. Quanto ao gráfico da folga entre as vigas, mostrado na
Figura 6.27, verifica-se que no impacto os corpos entram em contato e permanecem em contato
por um tempo e depois voltam a se separar. Esta permanência pode ser vista também no gráfico
da força de contato mostrado na Figura 6.28 em que verifica-se pequenas oscilações ao redor do
pico de contato para os métodos de Newmark e o método α − HHT e vários picos de menores
amplitudes ao pico inicial no método da diferença finita centrada. Quanto aos valores nota-se que
os valores dos picos para o método α − HHT foram os menores o método de Newmark teve
picos um pouco maiores mas não muito distantes do método α−HHT . De outra forma os valores
de pico obtidos no método da diferença finita centrada mostraram-se muito maiores ao outros dois
métodos, mostrando a influência no método de integração no modelo na força de contato. Esses
maiores valores novamente podem estar relacionados a característica de o método DFC ser um
método de integração explícito diferente dos outros dois métodos.
A seguir os resultados para o problema de vibro-impacto de viga contra viga considerando o
modelos de força de contato cúbico são apresentados. O valor do penalizador utilizado nas simula-
ções foi ǫ = 1 × 1012N/m, os demais parâmetros foram mantidos os mesmos que os utilizados no
modelo proporcional.
As figuras 6.29, 6.30 e 6.31 mostram respectivamente a evolução temporal do deslocamento,
velocidade e aceleração para o grau de liberdade da viga 1 que entra em contato com a viga 2, para
os seguintes esquemas de integração temporal: DFC, Newmark e α−HHT .
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−3 Deslocamento x Tempo





(a) Método da diferença finita centrada (DFC)













−3 Deslocamento x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.













−3 Deslocamento x Tempo





(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.29: Comparação do deslocamento do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC)
















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.30: Comparação da velocidade do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC)
















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.31: Comparação da aceleração do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
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As figuras 6.32, 6.33 e 6.34 mostram respectivamente a evolução temporal do deslocamento,
velocidade e aceleração para o grau de liberdade da viga 2 que entra em contato com a viga 2, para
os seguintes esquemas de integração temporal: DFC, Newmark e α−HHT .
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC)








−3 Deslocamento x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.








−3 Deslocamento x Tempo





(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.32: Comparação do deslocamento do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC)
















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.33: Comparação da velocidade do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC)















(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.
















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.34: Comparação da aceleração do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de força de contato cúbico.
94
Os deslocamentos do grau de liberdade da viga 1 mostrados na Figura 6.29 foram muito pró-
ximos para os três métodos de integração utilizados, assim como nos resultados obtidos no modelo
de força de contato proporcional. Na Figura 6.30, em que a velocidade é mostrada, nota-se as di-
ferenças nos métodos nos instantes onde o impacto ocorre, que pode ser identificado pela brusca
mudança no sentido da velocidade. Na Figura 6.31, em que os gráficos de aceleração são mostrados
são mais evidentes as diferenças da reposta obtida por cada integrador. Todos os métodos foram
capazes de representar os picos característicos do fenômeno. Nota-se no entanto, que o método
da diferença finita centrada (DFC) apresentou um único pico no instante do impacto assim como
os outros métodos, diferente do observado quando o modelo de força de contato proporcional foi
utilizado. Nota-se também os métodos α−HHT e o método de Newmark, após os dois primeiros
impactos, apresentaram uma redução do valor de pico, diferente do observado para o método da
diferença finita centrada. A redução do pico ocorre devido ao fato que depois dos dois primeiros
impactos as vigas passam a impactar sempre na mesma configuração.
As magnitudes dos picos de aceleração utilizando o modelo de força de contato proporcional
parecem estar superestimadas, devido principalmente a não conservação da energia, sendo que
energia é acrescentada ao sistema, levando a um estado energético que não corresponde ao do
sistema. O modelo cúbico apresentou magnitudes mais moderadas como pode ser visto na Figura
6.37, verifica-se que os picos da aceleração sejam mais compatíveis ao problema real, no entanto
seria necessário dados experimentais para comprovação dessa hipótese. A magnitude dos picos das
acelerações ainda apresenta valores elevados apesar da variação da energia apresentar variações na
ordem de 10−5 J a 10−4 J . A variação discreta da velocidade V em dois pontos próximos separados




onde no problema em questão o valor do intervalo de tempo utilizado foi de 1 × 10−6 s para ace-
leração. Assim para uma variação unitária na velocidade um valor de 1 × 106m/s2 seria obtido.
Desta forma acredita-se que o valor de pico é afetado pela escolha do intervalo de tempo, no entanto
estudos adicionais devem ser realizados.
O comportamento observado no deslocamento, velocidade e aceleração do nó do grau de
liberdade da viga 1 foi o mesmo observado no grau de liberdade da viga 2. Destaca-se novamente
que todos os gráficos de deslocamento, velocidade e aceleração para o grau de liberdade da viga 2,
iniciaram-se a partir de zero, mostrando que a viga 2 só entram em movimento no instantes em que
o impacto ocorre.
As figuras 6.35, 6.36 e 6.37 mostram respectivamente a variação da energia entre dois instan-
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tes consecutivos, a evolução da folga e a força de contato para o problema do vibro-impacto entre
vigas com modelo de força de contato cúbico, para os seguintes esquemas de integração temporal:
DFC, Newmark e α−HHT .
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−4 ∆ Energia x Tempo






(a) Método da diferença finita centrada (DFC).













−5 ∆ Energia x Tempo






(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.













−5 ∆ Energia x Tempo





(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.35: Comparação da variação da energia ∆E para o modelo de força de contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).












−3 Folga x Tempo





(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.












−3 Folga x Tempo





(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.36: Evolução da distância da viga até os obstáculos (folga) para o modelo de força de
contato cúbico.
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(a) Método da diferença finita centrada (DFC).










Força de Contato x Tempo






(b) Método de Newmark com γ = 0.5 e β = 0.25.

















(c) Método α−HHT com α = 0.1 γ = 0.6 e β = 0.3025.
Figura 6.37: Comparação da força de contato pN para o modelo de força de contato cúbico.
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Os gráficos da variação da energia apresentados na Figura 6.35 mostram características opos-
tas às observadas na aceleração para o método da diferença finita centrada. O pico da variação da
energia após os dois primeiros impacto reduz sua amplitude assim como ocorre nos métodos de
Newmark e o método α − HHT , diferente do ocorrido na aceleração. Em termos de valores de
pico, o método de Newmark e o método α−HHT apresentaram menor variação entre os valores
máximo e mínimo dos picos muito semelhantes. No método da diferença finita centrada os valores
possuem em torno de uma ordem de grandeza maior que os outros dois métodos. Destaca-se ainda
a enorme diferença nos valores da variação da energia para todos os métodos com o modelo de
contato cúbico em relação ao valores obtidos para o modelo de contato proporcional, mostrando a
influencia do modelo de força de contato adotado na conservação da energia do sistema que não
inclui nenhuma dissipação. Verifica-se que o modelo de força de contato cúbico apresenta uma va-
riação muito pequena e aceitável em qualquer simulação numérica transiente, diferente do modelo
proporcional.
Quanto ao gráfico da folga entre as vigas mostrado na Figura 6.36, verifica-se que no impacto
os corpos entram em contato, de forma diferente da observada quando o modelo de contato propor-
cional foi usado. No modelo proporcional no inicio do contato as vigas permaneciam em contato
por tempo antes de se separar. No modelo de força de contato cúbico observa-se uma oscilação em
torno da folga nos instantes em que o contato ocorre, indicando a separação, mas logo em seguida
retorna-se ao contato até que as vigas se definitivamente. Isso fica mais evidente quando se analisa
o comportamento da força de contato após o pico inicial causado pelo impacto, observando-se a
oscilação da força de contato que cai para zero indicando uma separação e logo em seguida ocor-
rendo outro pico de menor intensidade, indicando que o contato voltou a ocorrer. Isso se repete
até os corpos se separem definitivamente. Este comportamento foram mais evidente nos método de
Newmark e no método α−HHT .
Quanto ao valor de pico, nota-se o mesmo comportamento observado na variação da energia.
Os valores de pico obtidos para todos os métodos de integração foram muito próximos, mostrando
pouca influência do método de integração no modelo cúbico. A diferença se encontra nas variações
após o impacto, onde as oscilações observadas no método da diferença centrada foram menores do
que nos outros métodos.
A diferença na força de contato obtida entre o modelo proporcional e o modelo cúbico pode
ser explicada por dois efeitos. Primeiro, o modelo de força de contato proporcional apresentou
uma variação da energia muito grande quando comparada ao modelo de contato cúbico, ou seja a
energia do sistema no modelo de força proporcional estava em um nível de energia maior do que
no modelo cúbico. Como consequência desse aumento tem-se um aumento da força de contato
também. Segundo o modelo de força de contato proporcional leva a uma força de contato maior
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para o mesmo valor da função penetração gN e de ǫN , como mostrado na Figura 6.38. Desta forma
a força de contato obtida pelo modelo proporcional será maior que a obtida pelo modelo cúbico.





















Figura 6.38: Comparação da força de contato entre o modelo cúbico e o proporcional, com ǫN =
1× 1012 com −gN faixa de 0 < −gN < 1.
Por fim, o modelo de força de contato cúbico mostrou-se mais estável e consequentemente
mais adequado ao vibro-impacto de viga contra viga do que o modelo proporcional. Destaca-se
também que o método de Newmark e o método α − HHT apresentaram menores valores para
a variação da energia de um passo para outro quando comparados ao método DFC, sendo mais




Os resultados apresentados mostram que os métodos de integração implementados são capa-
zes de lidar com à condição de vibro-impacto, conseguindo capturar o pico na aceleração e força de
contato característico do problema. Os resultados obtidos neste trabalho para o problema de vibro-
impacto de uma viga contra obstáculos rígidos apresentaram boa concordância com os resultados
de Dumont (2002), sendo um ponto de verificação da implementação.
Destaca-se a contribuição deixada pelo trabalho ao realizar a análise do problema da viga
impactando contra obstáculos rígidos, investigando-se o comportamento do deslocamento do sis-
tema, da variação da energia e força de contato utilizando os métodos de integração numérica da
diferença finita centrada (DFC), Newmark e α−HHT . Os resultados mostram o bom desempenho
do método de Newmark e o método α−HHT aliados ao método de força de contato proporcio-
nal no problema de viga impactando contra dois obstáculos rígidos. Acredita-se que os resultados
obtidos proporcionaram uma melhor compreensão desse problema, mostrando características do
fenômeno de vibro impacto. Acredita-se que esses resultados contribuirão na solução de problemas
de vibro-impacto na indústria como na análise de falha for fadiga de impacto de válvula de palhetas
em compressores alternativos, bem como na falha dos suportes de varetas de combustível nuclear.
Destaca-se também a contribuição deixada com os resultados obtidos para o vibro-impacto de
viga contra viga, devido a existência de pouco material a repeito de vibro-impacto de uma estrutura
flexível contra outra estrutura flexível. Os resultados mostram que o modelo se apresentou mais
adequado ao problema de vibro-impacto de viga com viga, proporcionando maior estabilidade pela
pequena variação de energia e valores mais realísticos de força de contato para o problema. O
método de força de contato linear mostrou-se mais instável devido a elevada variação da energia
do sistema não conseguindo representar de modo satisfatório a iteração das vigas. Acredita-se que
a análise e os resultados obtidos neste trabalhos para esse problema são um primeiro passo para
os estudos do vibro-impacto de viga com viga e que a partir desses resultados melhorias podem e
devem ser feitas.
Por fim, conclui-se que o objetivo do desenvolvimento de um código em MATLAB para
análise de problema de vibro-impacto foi bem sucedido, uma vez que os resultados obtidos mostram
isso, assim o objetivo inicial deste trabalho foi alcançado.
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7.1 Trabalhos Futuros
Os seguintes aspectos podem ser apontados como continuidade deste trabalho:
• Estudo de problemas que envolvam efeitos de dissipação de energia e amortecimento na
região de impacto, efeitos estes desconsiderados neste trabalho.
• Desenvolvimento e investigação de esquemas de integração mais adaptados ao problema de
impacto, que garantam a conservação da energia e sejam capazes de representar as mudanças
da condição de contato como: a persistência do contato, a separação dos corpos em contato.
Segundo Laursen (2003), quando essas condições são atendidas é possível ter um algoritmo
estável.
• Investigação do comportamento do vibro-impacto de vigas utilizando elementos de con-
tato mais robustos que o elemento nó-nó. Por exemplo elemento nó-segmento e elemento
segmento-segmento.
• Aplicação de técnicas de controle de vibração de vigas com vibro-impacto.
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Anexo A - Método de Newton-Raphson
Segundo Bathe (1982), o método de Newton-Raphson é o método iterativo mais frequente-
mente utilizado para solução das equações não lineares geradas em problemas não lineares que
utilizam o método dos elementos finitos. A idéia básica do método de Newton-Raphson é escre-
ver a função f (x) como uma expansão em série de Taylor em torno de um ponto x0. O método
apresenta taxa de convergência quadrática. Se a função f (x) é uma função quadrática, o método
converge em apenas uma iteração, Edgar et al. (2001).
Os sistemas de equações geradas pelo método dos elementos finitos possuem a seguinte
forma:
ψ (u) = f int − f ext = 0
Assumindo que a solução do sistema é dada por um processo iterativo, podemos escrever que
ψ (ui+1) como uma expansão em série de Taylor ao redor do ponto ui, da seguinte forma:




onde assumiu-se que os carregamentos externos aplicados são independentes dos deslocamentos.
Desejamos encontrar o campo de deslocamentos u1+1 para que ψ (ui+1) = 0. Assim rearranjando
os termos da equação e fazendo ∆ui = (ui+1 − ui), tem-se:
∂f int
∂ui
∆ui = −ψ (ui) = f ext − f int
Si∆ui = −ψ (ui) = f ext − f int (7.1)
onde Si é chamada de matriz tangente, está é avaliada na iteração i. A Equação 7.1 é conhecida
como equação de Newton-Raphson. Solucionando o sistema de equações obtém-se ∆ui. Assim o
campo de deslocamento ui+1 é obtido, pela seguinte relação:
ui+1 = ui + Si∆ui
Em seguida a convergência de ψ (ui+1) é checada, e se ψ (ui+1) < TOL o deslocamento
ui+1 é admitido como solução, caso contrário o processo iterativo continua, agora com ui = ui+1.













O ponto inicial usualmente é dado por u = 0, onde a matriz tangente neste ponto é dada
por S0, e a Equação 7.1 é solucionada obtendo ui. A convergência é verificada e o processo é
continuado até que a solução é encontrada.
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Anexo B - Verificação do Método da Penalidade
Para verificar o algoritmo de penalidade, que trata da imposição da condição de contato, o
problema de contato estático de duas vigas foi simulado e a resposta foi comparada com o software
comercial ABAQUS 6.8.
Neste trabalho entende-se por verificação a comparação dos resultados obtidos por uma si-
mulação numérica com os resultados obtidos utilizando um código de simulação numérica já con-
solidado, por exemplo um software comercial.
O software comercial ABAQUS 6.8 foi utilizado como ferramenta de verificação em virtude
do fácil acesso ao software, que pode ser encontrado em sua versão estudantil e também por se
tratar de uma software comercial já consolidado na área de simulação computacional, sendo seus
códigos confiáveis.












Problema de contato viga com viga
Os dados utilizados na simulação foram: L1 = L2 = 10m , E1 = E2 = 70Gpa , A1 =
A2 = 0.02m
2, I1 = I2 = 1.6667 × 10
−5m4 e g0 = 0.0005m. A malha utilizada foi uma malha
contendo 10 elementos por viga. O problema de contato foi resolvido utilizando um penalizador
ǫN = 1 × 10
10N/m. Dois casos foram simulados, o primeiro utilizando uma carga F = 100N e
o segundo com uma carga F = 500N.
As simulações no ABAQUS foram feitas utilizando o elemento de viga de Euler −
Bernoulli cúbico denominado noABAQUS como elementoB−23. A região de contato utilizada
foi a região definida pelo nó da extremidade livre da viga 1 e todos os nós da viga 2. O modelo de
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contato utilizado foi o modelo penalidade linear com o parâmetro de ǫN = 1 × 10
10N/m com
a opção de pequenos deslizamentos (small sliding). O carregamento foi aplicado como uma força
concentrada no nó da extremidade livre da viga 1.
A tabela ??mostra o comparativo dos deslocamentos do nó de contato para as duas condições
de carregamento, utilizando as rotinas implementadas e o software comercial ABAQUS.
Comparativo dos deslocamentos dos nós de contato.
F = 100N F = 500N
Nó de contato ABAQUS Implementado ABAQUS Implementado
Viga 1 0.0145357 0.0145357 0.0716786 0.0716786
Viga 2 0.0140357 0.0140357 0.0711786 0.0711786
Portanto pode-se concluir que o método da penalidade implementado foi capaz de reproduzir
os mesmos resultados do software comercial ABAQUS. Desta forma, o método da penalidade
implementado foi verificado.
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Anexo C - Solução Analítica do Problema de Verificação
A solução para um problema de vibração forçada de viga pode ser determinada com a utili-






onde Wn(x) é o n-ésimo modo de vibração da viga, e qn(t) é a resposta temporal da coordenada
generalizada do n-ésimo modo .
Para uma viga bi-apoiada mostrada na Figura 6.1, os modos de vibração segundo Rao (2004)
são:








A reposta temporal da coordenada generalizada do n-ésimo modo qn(t) é dada por:





Qn (τ) sen (ωn (t− τ)) dτ
onde os dois primeiros termos do lado esquerdo da igualdade representam a vibração transitória da
viga, e o terceiro termo representa a vibração em regime permanente.
Para o problema de vibração de uma viga bi-apoiada carregada com força harmônica senoidal




















f (x, t) Wn(x) dx
sendo f (x, t) a força externa aplicada sobre a viga. Para a viga da Figura 6.1 a força externa pode
ser escrita da seguinte forma:

































































[ωnsen (ωt)− ωsen (ωnt)] .
Assim temos a seguintes expressão para a resposta de uma viga bi-apoiada excitada por uma
força harmônica senoidal localizada em a:
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w (x, t) =
∞∑
n=1
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